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前 言 


本 书 是 为 大 四 本 科 生 和 一 年 级 研究 生 而 写 的 分 析 教程 . 

一 学 年 的 实 分 析 课程 对 于 任何 一 位 有 潜力 的 未 来 数学 家 都 是 必 备 的 ， 这 种 课 
程 的 前 半 部 分 应 包括 的 内 容 基本 上 是 一 致 的 . 标准 的 论题 包括 : 数列 和 极限 , 度量 
空间 的 拓扑 , 一 元 函数 的 导数 和 黎 曼 积分 . 在 这 方面 有 很 多 优秀 的 教科 书 , 其 中 包 
括 Apostol[A], Rudin[Rul, Goldberg[Go], Royden[Ro] 等 . 但 对 这 种 课程 的 后 半 部 分 
应 包括 的 内 容 却 没有 达成 广泛 共识 .部 分 原因 是 由 于 在 一 个 学 期 内 能 在 较 深入 的 
水 平 上 研究 的 课题 太 多 . 

在 麻 省 理工 学 院 , 我 们 是 通过 在 第 二 学 期 开设 两 种 独立 的 分 析 课 程 来 解决 这 个 
问题 的 . 一 种 是 讲 多 元 函数 的 导数 和 黎 曼 积分 , 后 接 微分 形式 和 欧 氏 空间 中 流 形 上 
Stokes 定理 的 证 明 . 本 书 就 是 我 多 年 讲授 这 门 课程 的 结晶 . 另 一 种 则 是 讨论 欧 氏 空 
间 中 的 勒 贝 格 积分 及 其 对 傅 里 叶 分 析 的 应 用 . 


预备 知识 


如 已 指出 的 那样 , 我 们 假定 读者 已 学 完 一 个 学 期 的 分 析 课程 , 这 包括 度量 空间 
和 一 元 函数 微 积分 , 还 假定 读者 具有 某 些 线性 代数 的 背景 , 包括 向 量 空间 和 线性 变 
换 、 矩 阵 代数 和 行列 式 . 

本 书 的 第 一 章 专门 用 来 复习 将 要 用 到 的 线性 代数 和 分 析 中 的 基本 结果 . 这 些 结 
果 确 实 是 基本 的 并 且 不 加 证 明 地 叙述 , 但 是 提供 那些 在 初等 教程 中 时 常 被 略 去 的 证 
明 . 通过 阅读 这 一 章 学 生 可 以 确定 他 们 的 知识 背景 对 于 本 书 的 其 余部 分 是 否 够 用 . 


本 书 的 组 织 结构 


本 书 的 主要 内 容 分 为 两 部 分 . 第 一 部 分 由 第 二 至 四 章 组 成 , 涵盖 了 相当 标准 的 
材料 : 导数 、 反 函数 定理 , 黎 曼 积分 和 重 积分 的 变量 替换 定理 本 书 的 第 二 部 分 是 
一 些 更 高 级 的 内 容 , 介绍 R" 中 的 流 形 和 微分 形式 , 给 出 n 维 形式 的 Stokes 定理 和 
Poincaré 引 理 的 证 明 框 架 . 

最 后 一 章 专门 讨论 抽象 流 形 , 从 此 作为 向 该 学 科 更 高 级 课程 的 过 渡 . 

下 列 图 表 表 示 出 各 章 之 间 的 依赖 关系 . 

书 中 标 有 星 号 的 各 节 可 以 略 过 而 不 影响 连贯 性 . 类 似 地 , 某 些 可 以 略 去 的 定理 
也 以 星 号 标 出 . 当 我 在 本 科 分 析 课 程 中 使 用 本 书 时 通常 略 去 第 八 章 并 把 第 九 章 作为 
阅读 材料 . 而 作为 研究 生 课程 , 则 可 通 讲 全 书 . 


第 一 章 BR" 的 代数 和 拓扑 


第 二 章 微分 
第 三 积分 
第 四 章 变量 替换 
第 五 章 流 形 


第 六 章 微分 形式 
第 七 章 Stokes 定 者 


第 八 章 闭 形式 和 恰当 形式 
Rr" 之 外 的 世界 


第 九 章 尾声 


每 节 末 都 配 有 一 套 习 题 , 自然 有 些 是 计算 题 . 通过 做 题 学 生 竟然 发 现 他 们 能 够 
算出 5 维 球 的 体积 ! 尽管 它 的 实际 应 用 有 限 . 而 另 一 些 习题 是 理论 性 的 , 需要 学 生 
仔细 分 析 前 面 那些 定理 及 其 证 明 . 较 难 的 习题 标 有 星 号 , 但 是 没有 不 合 情 理 的 难度 . 
致谢 


该 学 科 中 的 两 项 开创 性 工作 表明 像 流 形 和 微分 形式 这 样 的 课题 是 完全 可 以 与 
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更 高 的 水 平 上 来 论述 这 些 课题 的 , 其 中 包括 Boothby 的 著作 [B], Abraham, Mard- 
son 和 Raitu 合 著 的 书 [A-M-R], Berger 和 Gostiaux 的 书 [B-G] 以 及 Fleming 的 书 
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第 一 章 ”R” 的 代数 和 拓扑 


$1. 线性 代数 回顾 


一 、 向 量 空间 

假设 已 经 给 定 了 一 个 称 作 向 量 的 研究 对 象 的 集合 V, 并 且 给 定 了 一 个 称 作 向 
量 加 法 的 运算 , 使 得 向 量 = 和 y 的 和 是 一 个 向 量 , 记 为 z +y. 还 假设 给 定 了 一 个 
称 为 数 乘 的 运算 使 得 标量 (例如 实数 )c 与 向 量 z 的 积 是 一 个 向 量 , 记 为 cr. 

集合 V 连同 这 两 种 运算 , 若 对 所 有 向 量 z,y,z 与 标量 c,d, 满足 下 列 性 质 , 则 
称 之 为 一 个 向 量 空间 (或 线性 空间 ): 

(1D) z+y=y+e. 

(Dat(y+s) = (r+) + 

(3) 有 唯一 的 一 个 向 量 0 使 得 > + 0 = z 对 所 有 向 量 z 成立. 

(4) z+(-D)e =0. 

(5) lz = z. 

(6) cldz) = (cd)z. 

(7) (ec+dz= cz+dz. 

(8) clz+ 切 = cz + oy. 

向 量 空间 的 一 个 例子 是 所 有 实数 n 元 组 的 集合 R" 连 局 按 分 量 的 加 法 和 数 乘 ， 
即 如 果 z= (z1,… ,zn) 且 1 = (Wr,… ,yn), 那么 


Z+Y= (Ti+ ,Tn + yn), 


co = (czbh ern). 


向 量 空间 的 性 质 容易 验证 . 

设 V 是 一 个 向 量 空间 , W 是 V 的 一 个 子 集 , 考 对 W 的 每 一 对 元 素 z, y 和 每 
一 个 称 量 , 向 量 z+y 和 cz 的 属于 W, 则 称 W 是 V 的 一 个 线性 子 空间 (简称 子 
空间 ). 在 这 种 情况 下 , 车 用 W 从 Y 继承 的 运算 , 则 W 自身 也 满足 性 质 (1) 一 (8)， 
因而 W 本 身 也 是 一 个 向 量 空间 . 

在 本 书 的 前 半 部 分 , R" 及 其 子 空间 是 我 们 唯一 关心 的 向 量 空间 . 在 后 面 的 各 
章 中 我 们 将 论述 更 一 般 的 向 量 空间 . 


5 第 一 章 “BR 的 代数 和 拓扑 


令 V 是 一 个 向 量 空间 ,对 于 V 中 的 一 组 向 量 a1,… ,am, 如 果 V 中 的 每 个 向 
量 = 都 至 少 对 应 一 组 标量 c1,… ,cm, 使 得 
了 = cla1+ + cnam, 
则 称 V 由 向 量 组 a1,… ,am 张 成 ， 在 这 种 情况 下 ,我 们 说 = 可 以 写成 向 量 组 
al.… ,am 的 线性 组 合 . 
如 果 Y 中 的 每 个 向 量 z 都 至 多 对 应 一 组 标量 c1,… ,cm, 使 得 
z= clal 十 … 十 cmam， 


am 是 线性 无 关 的 (或 称 独立 的 ) 等 价 地 , 若 零 向 量 0 只 对 应 
,使 得 


则 称 向 量 组 a1,… 
一 组 标量 di,…… 


0= 由 al 十 … 十 dmam， 


即 必 = 央 =…=d 如 =0 则 {al…,am} 是 线性 无 关 的 . 
如 果 向 量 组 al,… ,am 既 能 张 成 V 又 是 线性 无 关 的 , 则 称 它 是 V 的 一 个 基 . 
对 此 我 们 有 下 列 结果 : 
定理 1.1 设 V 的 基 由 m 个 向 量 组 成 , 那么 张 成 V 的 任何 向 量 组 至 少 有 mm 
个 向 量 , 而 V 的 任何 线性 无 关 的 向 量 组 至 多 有 m 个 向 量 . 特别 , Y 的 任何 基 怡 有 


mm 个 向 量 . 口 
如 果 Y 的 基 恰 有 m 个 向 量 组 成 , 则 称 V 的 维 数 是 m. 我 们 约定 仅 由 零 向 量 
组 成 的 向 量 空间 的 维 数 是 零 . 
容易 看 出 R" 的 维 数 是 n. 下 列 向 量 组 称 为 R" 的 标准 基 : 
ei = /1,0,0,.… ,0), 


e2=(0,1,0,.… ,0), 


en = (0,0,0,.… ,1). 


向 量 空间 R" 还 有 许多 其 他 基 , 但 是 R" 的 任何 基 必 定 恰好 由 n 个 向 量 组 成 . 

可 以 把 张 成 、 线性 无 关 以 及 基 的 定义 扩展 到 允许 对 无 穷 向 量 集 来 定义 . 那么 向 
量 空间 可 能 具有 无 穷 基 (参看 习题 ). 然而 我 们 并 不 涉及 这 种 情况 . 
R" 具有 有 限 的 基 , 所 以 它 的 每 一 个 子 空间 也 有 有 限 基 . 这 个 事实 是 下 列 
定理 的 推论 . 

定理 1.2 令 V 是 一 个 m 维 向 量 空间 . 如 果 W 是 V 的 一 个 (不 同 于 V 的 ) 
线性 子 空间 , 那么 W 的 维 数 小 于 m, 而 且 W 的 任何 一 个 基 ai1,… ,ax 均 能 扩张 
成 V 的 一 个 基 ol， ,akbyaktl am- 口 
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二 、 内 积 

如 果 V 是 一 个 向 量 空间 , 那么 V 上 的 内 积 是 这 样 一 个 函数 , 它 对 V 的 每 一 对 
向 量 z,y 指派 一 个 实数 , 记 为 (z,y), 并 且 使 得 下 列 性 质 对 V 中 的 所 有 向 量 z,y,z 
和 所 有 标量 成立: 

(1) 人, = (y, 2). 

(2) (2 + ,2) = (2,2) + (y, 2). 

(3) (cz,y) = c(z,y) = (x, cy). 

(人 著 = 关 0 则 (z,z) > 0. 
一 个 向 量 空间 V 连同 Y 上 的 一 个 内 积 称 为 一 个 内 积 空间 . 

一 个 给 定 的 向 量 空间 可 以 有 许多 不 同 的 内 积 . R* 上 的 一 个 特别 有 用 的 内 积 定 
义 如 下 : 车 z= (z1,… ,zn),y = (wi,… ,yn), 则 定义 


(9) = Tih + + Tnyn. 


容易 验证 它 具 有 内 积 的 性 质 ， 这 将 是 R" 中 通常 使 用 的 内 积 , 有 时 称 之 为 点 乘积 
将 它 记 为 (z,y) 而 不 记 作 zy 是 为 了 避免 与 不 久 将 要 定义 的 矩阵 乘积 相 混淆. 
如 果 Y 是 一 个 内 积 空间 , 那么 将 V 中 向 量 z 的 长 度 (或 模 ) 定义 为 


lel= ea) 
模 函 数 具有 下 列 性 质 : 

人 目 若 = 关 0, 则 lizll > 0. 

人) llezl = Idllal. 

(3) le+ ul < lzl+ ll 
其 中 第 三 个 性 质 是 唯一 需要 付出 一 些 努 力 才能 证 明 的 ， 一 般 称 之 为 三 角形 不 等 式 
(参看 习题 ). 人 们 发 现 , 这 个 不 等 式 的 一 种 等 价 形式 常常 是 有 用 的 , 这 就 是 不 等 式 

(lz 一 可 > lzl = ly 

从 Y 到 实数 集 R 的 任何 满足 上 列 性 质 (1) 一 (3) 的 函数 都 称 作 V 上 的 范 数 . 
从 内 积 导 出 的 长 度 函 数 就 是 范 数 的 一 个 例子 ， 但 也 确实 有 些 范 数 不 是 从 内 积 导 出 
的 . 例如 在 R" 上 不 仅 有 熟知 的 从 点 乘积 导出 的 范 数 , 称 为 Euclid 范 数 , 而 且 还 有 
上 确 界 范 数 , 其 定义 为 

[el = maxflzll… ,lenl}- 
确 界 范 数 常常 比 Puclid 范 数 用 起 来 更 方便 我 们 指出 R" 上 的 这 两 种 范 数 满足 下 
列 不 等 式 
名 <lzl< vilel. 
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三 、 答 阵 

一 个 矩阵 4 是 由 数组 成 的 一 个 矩形 阵列 . 在 矩阵 中 出 现 的 每 一 个 数 称 为 矩阵 
的 元 素 . 如 果 矩 阵 的 元 素 排 成 n 行 m 列 , 则 称 4 是 n 乘 m 阶 的 矩阵 或 xm 和 矩 
阵 . 通常 把 位 于 4 的 第 i 行 第 j 列 交汇 处 的 元 素 记 为 a,,, 并 将 i 和 j 分 别称 为 该 
元 素 的 行 标 和 列 标 . 

如 果 4 和 B 同 为 nx m 矩阵 , 并 且 分 别 以 a,, 和 bs; 为 代表 元 , 则 定义 4 十 妃 
是 以 ao + bu 为 代表 元 的 n x m 和 矩阵 , 而 定义 cA 是 以 ca,, 为 代表 元 的 nxm 和 矩 
阵 , 有 了 这 些 运算 , 则 所 有 n x m 矩阵 的 集合 就 成 为 一 个 向 量 空间 . 容易 验证 向 量 
空间 的 8 条 性 质 均 成 立 . 这 个 事实 并 不 奇怪 , 因为 一 个 n x m 和 矩阵 很 像 是 一 个 nm 
元 数组 , 唯一 的 差别 是 这 些 数 被 写成 一 个 矩形 阵列 而 不 是 一 个 线形 阵列 . 

然而 在 矩阵 的 集合 上 还 有 另 一 种 运算 , 称 为 矩阵 乘法 .如 果 4 是 一 个 nx m 
矩阵 且 B 是 一 个 mm x p 矩阵 , 则 将 积 4. B 定义 为 一 个 n x p 矩阵 C, 其 代表 元 由 
下 式 给 出 加 

t= Dawbey. 
i 
这 个 积 运算 满足 下 列 可 直接 验证 的 性 质 : 

(1) 4.(B.C)= (4.B).C. 

(2) 4.(B+C)= 4.B+4.C. 

(3) (4+B).C=4.C+B.C. 

(4) (ec4) .B= ec(4.B)= 4.(cB). 

(5) 对 于 每 一 个 ,都 有 一 个 kx 上 矩阵 I 使 得 当 4 是 n x m 矩阵 时 则 有 


和 .4=4，4. mm=4. 


在 上 述 各 条 性 质 的 陈述 中 , 均 假定 所 涉及 的 矩阵 具有 适当 的 行 数 和 列 数 以 使 得 所 述 
运算 能 够 进行 . 

矩阵 I 是 一 个 上 x 大 和 矩阵 , 其 代表 元 65, 定义 如 下 : 当 i 关 j 时 , 5; = 0, 当 
i=j 时 , 6 = 工 矩阵 有 称 为 上 x 大 单位 矩阵 . 它 具 有 下 列 形式 


其 主 对 角 线 上 的 元 素 为 1, 其 他 元 素 为 0. 
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现在 把 对 n 元 组 定义 的 确 界 范 数 推广 到 矩阵 . 即 如 果 A 是 一 个 以 oy 为 代表 
元 的 n x m 和 矩阵, 则 定义 


14| = max{lewl;i=1, 


关于 范 数 的 三 个 性 质 显然 成 立 , 这 便 是 下 列 有 用 的 结果 : 
定理 1.3 ”如 果 4 是 mxmm 矩阵 且 巨 是 mmxp 和 撼 阵 , 那么 


j= m}. 


14:B| < mlAllBI|. 口 


四 、 线 性 变换 


设 V 和 W 是 向 量 空间 , 如 果 函 数 了 :Y 一 W 对 V 中 的 所 有 z,y 和 所 有 标 
量 。 满足 下 列 性 质 , 则 称 之 为 线性 变换 : 

(1) T(z +y) = T(z) + T(Y), 

(2) T(ez) = cT(z). 
此 外 , 如 果 工 把 Y 一 一 地 映射 到 W 上 , 则 称 了 为 线性 同 构 . 

容易 验证 , 若 了 :V 一 W 是 一 个 线性 变换 且 5 : W 一 X 是 一 个 线性 变换 , 那 
么 它们 的 复合 So 了 : V 一 X 也 是 一 个 线性 变换 . 另外 , 如 果 了 :V 一 W 是 线性 同 
构 , 那么 T-! : W 一 V 也 是 一 个 线性 同 构 . 

线性 变换 是 由 它 在 基 元 上 的 值 唯一 决定 的 , 而 这 些 值 是 可 以 任意 指定 的 . 这 就 
是 下 列 定理 的 要 义 . 

定理 1.4 令 V 是 以 a1,… ,am 为 基 的 向 量 空间 令 W 是 一 个 向 量 空间 . 
给 定 W 中 的 任何 m 个 向 量 hh,… ,Um, 都 恰好 有 一 个 线性 变换 T : V 一 W 使 得 
对 所 有 iT(ai) =b. 口 

在 V 和 W 都 是 像 Rm 和 R" 这 样 的 “数组 空间 ”的 特殊 情况 下 , 则 正如 马上 
要 证 明 的 那样 , 利用 矩阵 记 法 将 为 我 们 提供 一 种 指定 线性 变换 的 方便 办 法 . 

首先 来 讨论 行 矩 阵 和 列 矩 阵 . 一 个 1 行 n 列 的 矩阵 称 为 行 矩阵 .所 有 这 种 矩 
阵 的 集合 与 R" 具有 明显 的 相似 性 . 实际 上 , 在 一 一 对 应 


(zh 一 [1 zn) 


之 下 , 向 量 空间 的 运算 也 是 对 应 的 . 因而 这 种 对 应 是 一 个 线性 同 构 . 类 似 地 , n x 1 
和 矩阵 是 列 矩 阵 , 所 有 这 种 矩阵 的 集合 也 与 R" 具有 明显 的 相似 性 . 实际 上 , 对 应 


(zi za) 一 
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是 一 个 线性 同 构 . 
这 些 同 构 中 的 第 二 个 在 研究 线性 变换 时 特别 有 用 . 我 们 暂时 假定 将 Rm 和 R" 
的 元 素 表示 成 列 矩 阵 而 不 表示 成 数组 . 车 4 是 一 个 固定 的 n x m 矩阵 , 让 我 们 用 
等 式 
Te) = 4.z 


定义 一 个 函数 了: Rm 一 R". 矩阵 乘积 的 性 质 立 刻 列 涵 着 了 是 一 个 线性 变换 . 

实际 上 , 从 Rm 到 Rn 的 每 一 个 线性 变换 均 具有 这 种 形式 , 其 证 明 是 容易 的 . 
给 定 T, 令 bi,… ,bm 是 Rn 中 使 得 T(e,) = b, 的 向 量 ， 那 么 令 A 是 各 列 为 
刀 ，…… ,bm 的 nxm 矩阵, 即 4 = [b1,… ,bm]. 因为 单位 矩阵 的 各 行为 el, , em， 
所 以 等 式 4 .Im = A 草 涵 着 4 .e = b, 对 所 有 j 成 立 ， 从 上 面 的 定理 可 知 ， 
A.z =T(z) 对 所 有 = 成 立 . 

这 种 记号 上 的 便利 导致 我 们 作出 下 列 约 定 : 

约定 : 我 们 将 始终 用 列 矩阵 表示 R" 的 元 素 , 除非 另 有 特别 声明 . 


五 、 矩 阵 的 秩 


给 定 一 个 n x m 矩阵 4, 则 有 伴随 于 4 的 几 个 重要 的 线性 空间 , 一 个 是 由 4 
的 列 (看 作 列 矩阵 或 等 价 地 看 作 R" 的 元 素 ) 张 成 的 空间 . 这 个 空间 称 为 4 的 列 空 
间 , 它 的 维 数 称 作 4 的 列 秩 , 因为 4 的 列 空间 由 m 个 向 量 张 成 , 所 以 它 的 维 数 不 
可 能 大 于 m; 又 因为 它 是 Rn 的 子 空间 , 因而 它 的 维 数 也 不 可 能 大 于 n. 

类 似 地 , 由 4 的 行 (看 作 行 矩阵 或 等 价 地 看 作 Rm 的 元 素 ) 张 成 的 空间 称 为 A 
的 行 空 间 , 其 维 数 称 为 4 的 行 秩 . 

下 列 定 理 将 是 十 分 重要 的 . 

定理 1.5 ”对 于 任何 矩阵 4, 其 行 秩 等 于 列 秩 . 

有 了 这 个 定理 就 可 以 只 说 矩阵 4 的 秩 , 它 表示 一 个 既 等 于 4 的 行 秩 也 等 于 A 
的 列 秩 的 数 . 

矩阵 4 的 秩 是 伴随 于 矩阵 4 的 一 个 十 分 重要 的 常数 . 一 般 不 能 通过 直观 检查 
而 决定 出 这 个 数 . 然而 有 一 种 称 为 Gauss-Jordan 约 化 的 相对 比较 简单 的 程序 可 以 
用 来 求 出 一 个 矩阵 的 秩 (也 可 用 于 其 他 目的 ). 我 们 假定 读者 以 前 曾 遇 见 过 , 所 以 这 
里 只 回顾 它 的 主要 特点 . 

现在 我 们 来 考虑 某 些 所 谓 的 初等 行 运算 . 将 它们 应 用 于 和 矩阵 4 可 以 得 到 一 个 
新 的 同 阶 和 矩阵 B. 这 些 运算 分 别 是 

(1) 交换 4 的 第 行 和 第 误 行 位 天地) 

(2) 用 4 的 第 行 加 上 以 标量 c 乘 第 iz 行 来 代替 第 ia 行 (i 地 记 ). 

(3) 以 非 零 标量 入 乘 4 的 第 i 行 . 
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这 些 运算 中 的 每 一 个 都 是 可 北 的 .实际 上 可 以 验证 一 个 初等 运算 的 逆 是 一 个 
同类 型 的 初等 运算 , 并 有 下 列 结果 : 
定理 1.6 ”车 B 是 通过 对 4 施行 初等 运算 而 得 到 的 矩阵 , 则 


rank B = rank A. 口 


Gauss-Jordan 约 化 是 用 初等 运算 把 4 化 简 成 阶梯 矩阵 的 特殊 形式 , 而 在 这 种 
形式 下 矩阵 的 秩 是 一 目 了 然 的 . 这 种 形式 的 矩阵 的 一 个 例子 如 下 : 


ol@ * *| 
0000 
其 中 位 于 阶梯 折线 以 下 的 元 素 为 0, 而 以 * 号 标记 的 元 素 可 以 为 0 也 可 以 不 为 0， 
但 在 拐角 处 以 @ 标记 的 元 素 不 为 0.( 有 时 把 “ 角 元 ” 称 为 “ 主 元 ”. ) 实际 上 只 需 
用 (1) 型 和 (2) 型 的 运算 即 可 将 4 化 为 阶梯 形式 . 

容易 看 出 , 对 于 阶梯 形 矩 阵 B, 其 非 零 行 是 线性 无 关 的 , 由 此 可 知 它们 构成 B 
的 行 空间 的 基 , 因而 B 的 秩 就 等 于 其 非 零 行 的 行 数 . 

对 于 某 些 目的 而 言 , 将 B 化 简 成 一 种 称 为 简化 阶梯 形 的 更 为 特殊 的 形式 将 是 
方便 的 , 利用 (2) 型 初等 运算 可 将 每 个 角 元 正 上 方 的 所 有 元 素 化 为 0, 然后 利用 (3) 
型 运算 使 所 有 角 元 变 为 1. 矩阵 B 的 简化 梯形 显然 具有 如 下 的 形式 ， 


对 于 矩阵 C 来 说 , 更 容易 看 出 它 的 秩 等 于 其 非 零 行 的 行 数 . 
六 、 和 矩阵 的 转 置 


给 定 一 个 n x m 阶 矩阵 4, 则 定义 4 的 转 置 是 一 个 m x n 阶 的 矩阵 D, 它 在 
第 i 行 第 列 处 的 一 般 元 di 规定 为 d = ays. 矩阵 DD 常 记 为 AT. 

容易 验证 转 置 运算 具有 下 列 性 质 : 

(D (47)T=4. 

(2) (4A+ B)T = AT+ BT. 

(3) (4.C) = CT AT. 

(4) rank AT = rank A. 
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前 三 条 性 质 由 直接 计算 得 出 , 最 后 一 个 性 质 可 从 下 列 事实 得 出 : 47 的 行 秩 显 
然 与 4 的 列 秩 相同 . 


习 题 


1 令 V 是 一 个 向 量 空间 并 且 带 有 内 积 (z,y) 和 范 数 (z,z)2/2. i 
{a) 证 明 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (z,y) < lzyl. [提示 : 着 z,y 关 0, 置 c= pe = 


人 I' 并 用 lez+ dy > 0 的 事实 ] 
(b) 证 明 le + al < lzl+ ul. 扣 示 : 计算 (z+y,z +) 并 应 用 (a). ] 
人 证 明 lz 一 yl > lzl 一 lo 
2. 若 4 是 一 个 n xm 短 阵 且 B 是 一 个 m x p 算 阵 , 证 明 


14. BI < ml4llB|. 


3. 证 明 R? 上 的 确 界 范 数 不 能 从 R* 上 的 内 积 导出 . | 提示 : 设 (z,y) 是 R? 上 的 一 个 具 
有 性 质 |z| = (z,z)Y? 的 内 积 (不 是 点 乘积 ). 计算 (z 士 y,z 土 y) 并 且 用 于 2 二 el 和 2 = es 
的 情况 

4 (1) 荐 z= (z1,z2),y = (m,n), 证 明 函数 


是 R? 上 的 一 个 内 积 . 
(2) 证 明 函 数 


(= "|; [3| 
[3 nn 


是 R?Y 上 的 内 积 当 且 仅 当 刀 一 ac<0 且 a>0. 
“5. 令 V 是 一 个 向 量 空间 , 令 fao} 是 V 的 一 组 向 量 , a 在 某 个 指标 集 J( 可 能 是 无 限 集 ) 
上 变动 . 若 V 中 的 每 一 个 向 量 均 可 写成 该 向 量 组 中 的 向 量 的 有 限 线性 组 合 


ZF= Colo 十 … 十 cokaawy 


则 称 向 量 组 {ao。} 张 成 V. 如 果 标量 系数 是 由 z 唯一 确定 的 , 则 称 向 量 组 {a。} 是 线性 无 关 
的 ; 如 果 {aa} 既 能 张 成 V 又 是 线性 无 关 的 , 则 它 是 V 的 一 个 基 . 
(a) 验证 所 有 实数 的 “无 限 组 ” 


z= (x1,72, 


的 集合 R” 在 按 分 量 的 加 法 和 数 乘 运算 下 成 为 一 个 向 量 空间 . 
(b) 令 R” 表示 RY 的 这 样 一 个 子 集 : 它 是 由 所 有 那些 使 得 除 对 有 限 多 个 之 外 的 全 部 
二 0 的 z= (zhza,…) 组 成 的 . 证 明 : Rx 是 R” 的 一 个 子 空间 并 求 出 Re 的 一 个 基 
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{e) 令 大 是 所 有 实 值 函数 了 : fa, 是 一 有 组 成 的 集合 . 证 明 : 车 将 加 法 和 数 乘 以 自然 的 方 
式 定义 为 


(f +9)(z) = f(z) + 9(z), 
(ef)(z) = cf(z), 


则 下 成 为 一 个 向 量 空间 

(d) 令 Fs 是 由 所 有 有 界 函数 组 成 的 天 的 子 集 ; 令 开 由 所 有 可 积 函数 组 成; 令 Fc 由 所 
有 连续 函数 组 成 ; 令 Fp 由 所 有 连续 可 微 函 数组 成 ; 令 Fr 由 所 有 多 项 式 函数 组 成 . 证 明 这 些 
函数 集合 中 的 每 一 个 都 是 前 一 个 的 子 空间 并 且 求 出 Fp 的 一 个 基 

对 此 结果 有 一 个 定理 说 明 每 一 个 向 量 空间 都 有 一 个 基 , 其 证 明 是 非 构造 性 的 . 对 向 量 空间 
R,F, Fe, Fr,7Fc,Fp 而 言 甚至 没有 一 个 具有 特定 的 显 式 基 

(e) 证 明 积分 算 子 和 微分 算 子 


nN®= 0a (DNs) = 71) 


都 是 线性 变换 . 对 于 (d) 中 所 列举 的 函数 类 , 这 两 个 变换 的 可 能 的 定义 域 和 值 城 是 什么 ? 
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现在 我 们 来 探讨 线性 代数 的 几 个 更 深入 的 问题 , 这 分 别 是 初等 矩阵 、 和 矩阵 求 逆 
及 行列 式 , 并 且 给 出 了 证 明 以 防 读者 不 熟悉 其 中 的 某 些 结果 . 


一 、 初 等 矩阵 
定义 ”一 个 "xm 阶 的 初等 矩阵 是 指 对 单位 矩阵 到 施行 初等 行 运算 而 得 出 
的 矩阵 . 


根据 所 施行 的 行 运算 , 初等 矩阵 分 为 三 种 基本 类 型 . 对 应 于 第 一 种 初等 运算 的 
初等 矩阵 具有 下 列 形式 : 
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与 第 二 种 初等 运算 对 应 的 初等 矩阵 的 形式 为 


入 第 记 行 
第 记 行 


| 
而 对 应 于 第 三 种 初等 行 运算 的 初等 矩阵 具有 下 列 形 式 


E"= Sy 入 第 i 行 


关于 初等 矩阵 我 们 有 下 列 基本 结果 : 

定理 2.1 令 4 是 一 个 nxm 矩阵 , 施 于 4 上 的 任何 初等 行 运算 可 以 用 对 A 
乘 以 相应 的 初等 矩阵 来 实现 . 

证 明 ”我 们 通过 直接 计算 来 完成 证 明 . 用 矩阵 5 左 乘 4 的 效果 是 交换 4 的 
第 立行 和 第 ia 行 . 类 似 地 , 用 E' 乘 4 的 结果 是 将 第 ia 行 代 之 以 其 自身 加 上 第 i 
行 的 e 倍 . 用 E” 乘 4 的 作用 是 将 第 i 行 乘 以 入. 口 

不 仅 本 节 要 使 用 这 一 结果 , 而 且 在 以 后 证 明 重 积分 的 变量 替换 定理 时 还 要 用 到 
这 个 结果 . 


二 、 短 阵 的 逆 


定义 令 4 是 一 个 nxm 和 矩阵 ,而 妃 和 C 是 mmnxzm 和 矩阵 . 若 互 .4= 1m, 则 
称 妃 是 4 的 左 逆 ; 著 4.C = 五 , 则 称 C 是 4 的 右 北 . 

定理 2.2 ”如 果 4 有 左 逆 B 和 右 逆 C, 那么 它们 是 唯一 的 而 且 相等 . 

证 明 ”相等 性 可 从 下 列 算式 得 出 


C=In:C=(B:A):C=B-.(4:C)=B:I=B. 
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如 果 Bi 是 4 的 另 一 个 左 逆 , 那么 用 Bi 代替 B 作 同 样 的 计算 , 则 推出 C = Bi, 因 
而 B 和 Bi 相等 , 因此 B 是 唯一 的 . 同 理 可 证 C 是 唯一 的 . 口 

定义 ”车 4 既 有 左 逆 又 有 右 北 , 则 称 4 是 可 逆 的 . 这 个 既是 4 的 左 逆 又 是 
4 的 右 逆 的 唯一 矩阵 称 为 4 的 逆 矩 阵 , 并 且 记 为 4-!. 

4 为 可 逆 矩 阵 的 充 要 条 件 是 4 为 方 阵 并 且 具 有 最 大 的 秩 , 这 就 是 下 列 两 个 定 
理 的 要 义 . 

定理 2.3 令 4 是 一 个 nxm 阶 和 矩阵 , 若 4 是 可 逆 的 , 则 有 


n=m= rank A. 
证 明 ”第 一 步 . 证 明 对 任何 上 xn 矩阵 D， 
Tank(D- A) < rank A. 


证 明 是 容易 的 . 若 R 是 一 个 1 xm 阶 的 行 矩阵 那么 R.A 是 一 个 行 矩 阵 , 它 是 4 
的 各 行 的 线性 组 合 , 因而 是 4 的 行 空间 中 的 一 个 元 素 . D. 4 的 各 行 是 通过 将 D 的 
行 乘 以 4 得 到 的 , 因此 D. 4 的 每 一 行 都 是 4 的 行 空间 中 的 元 素 , 因而 D. 4 的 行 
空间 包含 在 4 的 行 空间 之 中 , 于 是 本 步 要 证 的 不 等 式 成 立 . 

第 二 步 . 证 明 若 4 有 左 逆 B, 则 4 的 秩 等 于 4 的 列 数 . 

由 第 一 步 , 等 式 Im = B.A 北 涵 着 m = rank(B. 4) < rank 4. 另 一 方面 , 4 的 
行 空间 是 m 元 数组 空间 的 子 空间 , 因而 rank A < m. 

第 三 步 . 完成 定理 的 证 明 . 令 已 是 4 的 逆 , 由 第 二 步 , B 是 4 的 左 逆 北 涵 着 
rank A = m. B 是 4 的 右 逆 又 歼 涵 着 


BT.AT=IT=h, 


因此 由 第 二 步 , rank4 = n. 口 
下 面 以 稍 强 的 形式 证 明 这 个 定理 的 逆 . 
定理 2.4 令 4 是 一 个 nxm 阶 和 矩阵 . 假设 


n=m= rank A, 


那么 4 是 可 逆 的 , 而 且 4 等 于 一 些 初等 矩阵 的 乘积 . 

证 明 ”第 一 步 . 我 们 首先 指出 , 每 个 初等 矩阵 都 是 可 逆 的 , 而 且 它 的 逆 也 是 初 
等 矩阵 . 这 可 从 初等 运算 可 北 的 事实 得 出 , 也 可 以 直接 验证 : 对 应 于 第 一 型 运算 的 
矩阵 已 是 它 自 己 的 逆 , E' 的 北 可 以 通过 在 E' 的 公式 中 以 --e 代替 c 而 得 出 , E” 
的 逆 可 以 通过 在 E” 的 公式 中 以 1/ 和 代替 和 而 得 出 . 
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第 二 步 . 完成 定理 证 明 . 令 4 是 一 个 满 秩 的 n x n 矩阵 . 通过 初等 行 运算 把 A 
化 成 简化 的 梯形 矩阵 C. 因为 C 是 方 阵 并 且 秩 等 于 其 行 数 , 所 以 C 必定 是 单位 矩 
阵 1,. 从 定理 2.1 可 知 , 有 一 列 初等 矩阵 1，,… ,Ek 使 得 


腺 (用 -1( (Ea(Bi: A)…)) = In. 
着 以 EE", Ex,… ,B17! 依次 左 乘 等 式 的 两 边 , 则 得 出 等 式 
Am= 后 !. 琴 2… 瓦 1， 
因而 4 等 于 一 些 初等 矩阵 的 乘积 . 直接 计算 说 明 , 矩阵 
B= Ek: Er-1..E 


既是 4 的 左 逆 又 是 4 的 右 逆 . 口 

这 个 定理 有 一 个 非常 重要 的 推论 , 这 就 是 下 列 定理 . 

定理 2.5 ”如 果 4 是 一 个 方 阵 , 而 且 B 是 4 的 左 逆 , 那么 B 也 是 4 的 右 逆 . 

证 明 ”因为 4 有 左 逆 , 所 以 定理 2.3 的 证 明 的 第 二 步 蕴涵 着 4 的 秩 等 于 4 的 
列 数 . 因为 4 是 方 阵 , 所 以 这 个 数 也 等 于 4 的 行 数 , 因而 上 面 的 定理 蕴涵 着 4 2 
逆 , 由 定理 2.2, 这 个 逆 矩 阵 必 定 是 B. 

一 个 nxn 和 矩阵 4, 如 果 rank4 < mn, 则 称 为 奇异 的 ; 否则 称 之 为 非 奇 异 的 . 风 
才 证 明 的 定理 蕴涵 着 4 是 可 逆 的 当 且 仅 当 4 是 非 奇异 的 . 
三 、 行列 式 

行列 式 是 这 样 一 个 函数 , 它 对 每 一 个 方 阵 4 指派 一 个 数 , 称 为 4 的 行列 式 , 并 
且 记 为 det 4. 

人 们 常常 习惯 用 |4| 来 表示 4 的 行列 式 , 但 是 我 们 已 用 这 个 记号 表示 4 的 确 
界 范 数 , 因而 我 们 将 用 “det 4” 表示 4 的 行列 式 而 不 用 |4| 表示 . 

本 节 中 将 叙述 行列 式 函数 的 三 条 公理 并 假设 满足 这 三 条 公理 的 函数 存在 , 而 一 
般 行列 式 函数 的 构造 则 推迟 到 后 面 的 第 六 章 . 

定义 ”对 每 个 n xn 矩阵 4 指派 一 个 实数 的 函数 , 若 满 足下 列 三 条 公理 , 则 
称 之 为 一 个 行列 式 函数 , 并 记 作 det 4: 

(1) 车 B 是 通过 交换 4 的 任何 两 行 而 得 到 的 矩阵 , 则 det B = - det 4. 

(2) 给 定 一 个 i, 则 函数 det 4 单独 作为 第 i 行 的 函数 时 是 线性 的 . 

(3) det 1 =1. 

条 件 (2) 可 以 表述 如 下 : 令 i 固定 , 给 定 一 个 n 元 组 z, 令 4,(z) 表示 以 = 代 
痊 4 的 第 i 行 而 得 到 的 矩阵 , 那么 条 件 (2) 说 明 


det A,(az + by) = adet A,(z) + bdet A,(y). 
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正如 我 们 将 看 到 的 那样 , 这 三 条 公理 唯一 地 刻画 了 行列 式 函数 的 特征 . 
例 1 在 低 维 情况 下 构造 行列 式 函数 是 容易 的 . 对 于 1 x 1 矩阵 , 函数 


detla] =a 


就 满足 要 求 . 对 于 2 x 2 矩阵 , 函数 


就 行 了 . 对 于 3 x 3 和 矩阵 , 可 以 验证 函数 


al az as 
bh ba bs 
a mc 


det = albacs + azbacl + aabics 一 asbacl — a1b3c2 — a2bics 


符合 要 求 , 对 于 更 高 阶 的 矩阵 , 行列 式 函数 将 更 加 复杂 . 例如 4 x 4 阶 矩 阵 的 行列 
式 的 展开 式 包括 24 项 , 而 5 x 5 阶 矩 阵 的 行列 式 则 包括 120 项 ! 显然 , 直接 方法 很 
少 能 满足 需要 . 第 六 章 我 们 将 再 次 回 到 这 个 论题 . 

利用 这 些 公理 可 以 确定 初等 行 运算 是 怎样 影响 行列 式 的 值 的 ， 对 此 我 们 有 下 
列 结果 : 

定理 2.6 ” 令 4 是 一 个 mxnm 和 矩阵 . 

(a) 如 果 局 是 与 交换 第 ii 行 和 第 i 行 的 运算 相对 应 的 初等 矩阵 , 那么 det( 互 、 
A) =—det A. 

(b) 车 E' 是 与 将 4 的 第 行 代 之 以 其 自身 加 上 第 i 行 的 。 倍 的 运算 相对 应 
的 初等 矩阵 , 则 det(E' . 4) = det 4. 

(e) 车 E” 是 与 将 4 的 第 i 行 乘 以 非 零 标量 的 运算 相对 应 的 初等 矩阵 , 则 
det(E” . A) = XMdet A). 

(d) 车 4 是 单位 矩阵 二 , 则 det 4 =1. 

证 明 ”性 质 (a) 是 公理 1 的 重 述 , 而 性 质 (d) 是 公理 3 的 重 述 . 性 质 (c) 直接 
从 线性 性 质 (公理 2) 得 出 . 它 只 是 说 明 


det 4,(Az) = A(det A,(z)). 


现在 来 验证 (b). 首先 注意 到 若 4 有 两 行 相同 , 则 det 4 = 0. 因为 交换 这 两 行 并 不 
改变 4, 但 由 公理 1, 这 将 改变 行列 式 的 符号 . 现在 令 Er" 是 将 i= 行 代 之 以 其 自 
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身 加 上 第 is 行 的 。 倍 的 初等 运算 . 令 = 等 于 第 ia 行 而 y 等 于 第 i 行 , 则 可 算得 
det(E’. A)= det A,(z + cy) 

det A,(z) + cdet A.(y) 

det 4,(z) (因为 4.(y) 有 两 行 相等 ) 

= det4 (因为 4.(z) = 4). 


实际 上 我 们 通常 所 使 用 的 行列 式 的 性 质 正 是 这 个 定理 中 所 述 的 四 条 性 质 而 不 
是 行列 式 公理 本 身 . 正如 我 们 将 看 到 的 那样 , 这 四 条 性 质 同样 也 完全 刻画 了 行列 式 . 

我 们 可 以 利用 这 些 性 质 来 计算 初等 矩阵 的 行列 式 ， 在 定理 2.6 中 置 4 = 了 ， 
则 有 


detE=-1, detE'=1, detE”= 和 \ 


以 后 我 们 将 会 看 到 如 何 利用 它们 来 计算 一 般 行列 式 的 值 . 

现在 我 们 来 导出 今后 所 需要 的 行列 式 函数 的 更 多 其 他 性 质 . 

定理 2.7 令 4 是 一 个 方 阵 , 若 4 的 各 行 是 线性 无 关 的 , 那么 det 4 了 0, 如 
果 它 们 是 线性 相关 的 , 那么 det 4 = 0， 因 而 一 个 n x mn 矩阵 的 秩 为 n, 当 且 仅 当 
det A#0. 

证 明 ”首先 注意 到 , 若 4 的 第 i 行为 零 行 , 则 det 4 = 0. 因为 将 第 i 行 乘 以 
2, 则 4 保持 不 变 ; 另 一 方面 , 行列 式 的 值 必须 乘 以 2. 

其 次 注意 到 , 对 4 施行 一 次 初等 行 运算 对 于 行列 式 是 否 为 零 没有 影响 , 因为 它 
是 通过 因子 1, -1,A(A 关 0) 来 改变 行列 式 的 值 . 

现在 利用 初等 行 运算 将 4 化 为 阶梯 形 矩 阵 B( 只 用 (1) 型 和 (2) 型 初等 运算 就 
足够 了 ). 若 4 的 行 线性 相关 , 则 rank4 < n; 那么 rankB < n, 因而 B 必定 有 零 行 . 
于 是 正如 刚才 所 指出 的 那样 有 det B = 0, 由 此 可 知 det4 = 0. 

如 果 4 的 各 行 线性 无 关 , 那么 进一步 将 B 化 为 简化 梯形 矩阵 C. 因为 C 是 方 
阵 并 且 秩 为 mw 所 以 C 必然 等 于 单位 矩阵 五 . 那么 det C 关 0, 由 此 可 知 det 4 关 0. 

口 

刚才 给 出 的 证 明 还 可 以 再 精炼, 以 便 提 供 一 种 计算 行列 式 函数 的 方法 . 

定理 2.8 ”给 定 一 个 方 阵 4. 用 (1) 型 和 (2) 型 初等 行 运算 将 它 化 为 梯形 矩阵 
B. 车 已 有 零 行 , 则 det 4 = 0; 若 不 然 , 令 上 是 在 化 简 过 程 中 所 包含 的 行 交换 的 次 
数 , 则 det 4 等 于 B 的 对 角 线 元 之 积 再 乘 以 (一 1)*. 

证 明 ”如 果 BB 有 和 零 行 , 那么 rank4 < 并 且 det 4 = 0. 因而 假设 B 无 零 行 . 
从 定理 2.6 的 (a) 和 (b) 得 知 det A = (1)*det B, 而 且 B 必然 具有 下 列 形式 
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其 中 对 角 线 元 不 为 零 . 剩 下 的 是 要 证 明 
det B = buiba2 bnn- 


为 此 利用 (2) 型 初等 运算 使 对 角 线 以 上 的 元 素 变 为 0. 在 此 过 程 中 对 角 线 元 不 变 . 
因此 所 得 到 矩阵 具有 下 列 形式 


ba 0 … 0 
0 ba … 0 
c=| .~ a 
术 


因为 只 使 用 了 (2) 型 运算 , 所 以 det B = det C. 然后 再 用 1/bu 乘 C 的 第 一 
行 , 用 1/bza 乘 第 二 行 等 等 , 最 后 得 到 单位 矩阵 1. 定理 2.6 的 性 质 (c) 蕴涵 着 


det In = (1/bu1)(1/b22)… (1/bnn) det C. 
因此 正如 所 期 望 的 那样 (利用 性 质 (d))， 
det C = bbaz …bnn- 口 


推论 2.9 ”行列 式 函 数 的 三 条 公理 唯一 地 刻画 出 它 的 特征 . 也 可 以 用 定理 2.6 
中 的 四 个 性 质 来 刻画 行列 式 函数 . 

证 明 ”上 面 刚 刚 给 出 的 关于 det 4 的 计算 只 用 到 定理 2.6 中 的 性 质 ane 
而 这 些 性 质 又 从 三 条 公理 得 出 . 

定理 2.10 令 4 和 呈 是 mn xn 矩阵 ,那么 


det(4.B) = (det 4) . (det B). 
证 明 ”第 一 步 . 证 明 当 4 为 初等 矩阵 时 定理 成 立 . 实际 上 ， 


det(E- B) = —det B = (det E)(det B), 
det(E’. B) = det B = (det E')(det B), 
det(E” . B) = A.det B = (det E”)(det B). 
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第 二 步 . 证 明 当 rank4 = n 时 定理 成 立 . 因为 在 这 种 情况 下 , 4 是 初等 矩阵 的 
乘积 , 因而 只 需 重复 应 用 第 一 步 . 特别 地 , 若 4 = E11… EE, 那么 


det(A. B) 


let(B1 .Ek * B) = (det Ei) det(E2:.. Ek - B) 
se = (det Ei)(det E>).. (det Ex)(det B). 


这 个 等 式 对 所 有 B 成 立 . 在 B = I， 的 情况 下 , 则 有 
det A = (det EF1)(det E2)... (det Ex). 


因而 在 这 种 情况 下 定理 成 立 . 
第 三 步 . 通过 证 明 当 rank4 < n 时 定理 成 立 而 完成 定理 的 证 明 ， 在 一 般 情况 
下 有 
rank(A. B) =rank(A. B)™ = rank(BT4T) < rankAT, 


其 中 的 不 等 式 从 定理 2.3 的 第 一 步 得 出 当 rank4 < n 时 定理 成 立 , 这 是 因为 
等 式 两 边 为 零 . 口 

即使 在 低 维 情况 下 , 通过 直接 计算 来 证 明 这 个 定理 也 是 很 麻烦 的 . 读者 不 妨 试 
一 下 2 x 2 阶 的 情形 ! 

定理 2.11 det AT = det 4. 

证 明 ”第 一 步 . 证 明 当 4 为 初等 矩阵 时 定理 成 立 . 

令 已 忆 , B" 是 三 种 基本 类 型 的 初等 矩阵 . 直接 观察 可 知 BT = 已, (B")T = E”. 
因而 在 这 种 情况 下 定理 是 平凡 的 . 对 于 (2) 型 矩阵 忌 , 其 转 置 是 另 一 个 (2) 型 的 初 
等 矩阵 . 因而 两 者 的 行列 式 均 为 1. 

第 二 步 . 验证 当 4 的 秩 等 于 n 时 定理 成 立 .在 此 情况 下 , 4 是 初等 矩阵 的 乘 
积 , 比如 


A= BE: E:.. Ex. 


那么 
det AT= det(EF .. EF EY) 
= (det EF) …(det EF)(det EY) (由 定理 2.10) 
= (det Ek) .…(det 2)(det 4) (由 第 一 步 ) 
= (det Ei)(det Ea).… (det Ex) 
= det(E1 . Ea... Er) = det A. 


第 三 步 . 证 明 当 rank4 < n 时 定理 成 立 ， 在 此 情况 下 , rank4T < n, 因而 有 
det AT = 0= det A. 口 
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四 、 关 于 4-1 的 公式 
我 们 已 经 知道 , 4 是 可 北 的 当 且 仅 当 det 4 关 0. 现在 导出 4-! 的 一 个 显 含 行 
列 式 的 公式 . 
定义 ” 令 4 是 一 个 n x n 和 珑 阵 ， 通 过 删除 4 的 第 i 行 和 第 j 列 而 得 到 的 
(n 一 1) x (n 一 1) 阶 矩 阵 称 为 4 的 (i,j) 子 式 , 记 为 4,; 而 数 
(-1)"Y det A,, 


称 为 4 的 余子 式 . 
引 理 2.12 令 4 是 一 个 mn xm 矩阵, 而 b 是 其 位 于 第 i 行 第 j 列 的 元 素 . 
(a) 如 果 它 的 第 i 行 的 所 有 元 素 除了 。b 以 外 全 为 零 , 那么 


dlet A =b(—1)"+i det hui 


(b) 若 其 第 j 列 的 所 有 元 素 除 b 之 外 全 为 零 , 则 同一 等 式 成 立 . 
证 明 ”第 一 步 . 验证 定理 的 一 种 特殊 情况 . 令 b,a2,… ,an 为 固定 的 数 . 给 定 
一 个 (n 一 1) x (n 一 1) 矩阵 D, 令 4(D) 表示 nm xn 和 矩阵 


4(D) = 


我 们 要 证 明 det 4(D) = b(det D). 
车 b = 0, 则 结果 是 明显 的 . 因为 在 此 情况 下 , rank4(D) < n. 因而 假设 5 关 0. 
用 下 式 定义 一 个 函数 /: 
f(D) = (1/b) det A(D). 


我 们 来 证 明 f 满足 定理 2.6 中 所 述 的 四 个 性 质 , 从 而 有 f(D) = det D. 

交换 DD 的 两 行 与 交换 A(D) 的 两 行 效果 相同 , 它们 都 只 将 7 的 值 改变 一 个 符 
号 .将 DD 的 第 和 行 代 之 以 其 自身 加 上 DD 的 第 记 行 的 c 倍 与 将 A(D) 的 第 (ii +1) 
行 代 之 以 其 自身 加 上 4(D) 的 第 (zz +1) 行 的 e 倍 具有 同样 的 效果 , 它们 都 使 的 
值 不 变 . 将 D 的 第 站 行 乘 以 》 与 将 4(D) 的 第 ;+ 1 行 乘 以 和 效果 相同 , 它们 均 使 
了 的 值 乘 上 一 个 和 因子 . 最 后 , 车 D = 五 -:, 那么 4(D) 呈 阶 梯形 , 因而 由 定理 2.8， 
det A(D) = 5.1….1 于 是 有 f(D)=1. 
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第 二 步 . 通过 取 转 置 , 则 有 
5 0 0 


oa 
det| . = b(det D). 
入 D 


on 


第 三 步 . 完成 定理 的 证 明 . 令 4 是 一 个 满足 定理 假设 的 矩阵 ， 那 么 可 以 通过 
i 一 1 次 交换 相 邻 两 行 , 把 4 的 第 i 行 移 到 第 1 行 而 不 改变 其 余 各 行 的 次 序 . 然后 
通过 j - 1 次 交换 相 邻 的 两 列 把 该 矩阵 的 第 j 列 移 到 和 矩阵 的 最 左边 而 不 改变 其 他 
各 列 的 次 序 . 这 样 所 得 出 的 矩阵 C 具有 在 第 一 步 和 第 二 步 所 考虑 的 矩阵 之 一 的 形 
式 , 而 且 和 矩阵 C 的 (1, 1) 子 式 Ci 恒 等 于 原来 矩阵 的 ki,7) 子 式 . 

因为 由 定理 2.11, 每 一 次 行 交 换 和 每 次 列 交换 均 改变 行列 式 的 符号 , 因此 


detC = (-DG-0+o-Ddet4= (-1)"+idet A. 


从 而 有 
det4 =(—1)"+i detC 


Dr b detC1a (由 第 一 步 和 第 二 步 ) 
=(-1)"+i bdet4w. 


口 
定理 2.13(Cramer 法则 ) 令 4 是 一 个 nxnm 和 矩阵 而 且 其 各 列 为 ai,…' ,an. 令 


为 列 矩阵 . 若 4.z = c, 则 
(det A) :x, = detlal ai-iea+l an]. 


证 明令 e1,… ,en 为 R" 的 标准 基 , 这 里 各 个 es 都 被 写成 列 矩 阵 . 令 C 为 
矩阵 


C = [el ve-liz ei+1…en]. 


等 式 4.ej = ai 和 A.z=c 蕴涵 着 


AC=[a a cman]. 
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由 定理 2.10 
(det 4) (det C) = det[al …a-lc art1 …an]. 
由 于 C 具有 下 列 形 式 
zl 0 
C= 2 0 
0 zn 1 


其 中 rt 出 现在 第 i 行 第 i 列 . 因此 由 上 面 的 引 理 ， 
detC =z,(—1)'t' det In 1 = zi 
因而 定理 成 立 . 口 


下 面 就 是 我 们 一 直 在 寻求 的 公式 . 
定理 2.14 令 4 是 一 个 nxn 满 秩 矩 阵 , 令 B= 4-!, 那么 


bo = Cdet Ay, 
”dA “ 


证 明 ”在 本 证 明 中 始终 令 j 固定 . 令 


表示 和 矩阵 B 的 第 j 列 . A. B = I 的 事实 特别 获 涵 着 A. z = e). 由 Cramer 法 则 
可 知 
(det A) .zi = detla1 ai-le at an]. 
从 引 理 2.12 推出 
(det A) -zi =1.(-1)i+' det Aji. 

由 于 zi = bsj, 所 以 定理 成 立 . 口 

这 个 定理 给 出 了 求 矩 阵 4 的 逆 矩 阵 的 一 种 算法 如 下 : 

(1) 首先 构造 一 个 矩阵 使 其 第 i 行 第 ; 列 处 的 元 素 是 (-1)"+i det 4,,. 此 矩阵 
称 为 4 的 余子 式 矩 阵 . 

(2) 其 次 将 此 矩阵 转 置 . 
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(3) 再 将 该 矩阵 的 每 个 元 素 除 以 det 4. 

其 实 , 这 个 算法 并 不 很 实用 , 因为 计算 行列 式 太 耗 费时 间 . 正如 我 们 即将 看 到 
的 那样 , 求 4-! 的 这 个 公式 的 重要 性 主要 是 在 理论 方面 . 如 果 想 要 实际 求 出 4-1， 
有 一 个 基于 Gauss-Jordan 化 简 的 有 效 算法 . 在 习题 中 给 出 了 它 的 纲要 . 
五 、 利 用 余子 式 的 展开 式 

现在 我 们 来 导出 计算 行列 式 的 最 后 一 个 公式 .在 这 里 实际 需要 的 是 行列 式 函 


数 的 公理 而 不 是 定理 2.6 中 所 述 的 性 质 . 
定理 2.15 令 4 是 一 个 nxn 和 矩阵 , 且 令 i 固定 . 那么 


det A= Fon “det Awk. 
be 
跟 平常 一 样 , 这 里 4x 是 4 的 (i, 子 式 . 这 个 公式 称 为 行列 式 按 第 i 行 的 余子 式 
展开 . 通过 取 转 置 可 以 类 似 地 证 明 按 第 7 列 的 余子 式 展开 规则 . 
证 明 ”如 平常 一 样 , 令 A,(z) 表示 用 n 元 组 = 代替 4 的 第 i 行 而 得 到 的 矩 

阵 . 车 以 e1,… ,en 表示 R" 的 通常 基 向 量 (在 此 情况 下 写成 行 矩 阵 ), 那么 4 的 第 
1 行 可 以 写成 下 列 形式 a 

3 

‘=i 


于 是 
dtAw Fo “det A,(ex) (由 线性 性 质 , 公理 2) 


1. 考虑 矩阵 


(a) 求 出 4 的 两 个 不 同 的 左 北 . 

(b) 证 明 4 没有 右 道 . 

2. 令 A 是 一 个 n x m 矩阵 , 并且 nm 

(a) 车 rank4 = m, 证 明 存 在 一 个 矩阵 D, 它 是 初等 矩阵 的 积 并 且 使 得 


oa=| 全]: 
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(b) 证 明 4 有 左 逆 当 且 仅 当 rank4 = m- 

(ec) 证 明 4 有 右 逆 当 上 且 仅 当 rank4 一 m- 

3. 验证 在 例 1 中 定义 的 函数 满足 行列 式 函数 的 公理 - 

4. (a) 令 4 是 一 个 满 秩 n x n 矩阵 . 通过 对 4 应 用 初等 行 运算 可 将 4 化 为 单位 矩阵 , 证 
明 通过 对 4 以 同样 的 次 序 应 用 同样 的 运算 可 以 得 出 矩阵 A 

(b) 令 


A= 


:法 
0 1 
1 2 


Ow 


利用 (a) 中 所 提出 的 算法 计算 A-!. [提示 : 求 A-! 的 一 种 简便 作法 是 将 3 x 6 的 矩阵 [4 13] 
化 成 阶梯 形 . } 

(0) 利用 包含 行列 式 的 公式 计算 A-!. 

5. 令 


其 中 od 一 pe 关 0, 求 4 


“6. 证 明 下 列 定理 . 
定理 令 A 是 一 个 kx 矩阵, D 是 一 个 nxn 矩阵 而 C 是 一 个 nx 大 矩阵 , 那么 
4 0 
a [4 中 -eaareumy 
证 明 首先 证 明 
A0ol]fhrol_f40 
on CD le pl' 
然后 利用 引 理 2.12. 
83， R" 的 拓扑 回顾 
一 、 度 量 空间 
回想 到 , 若 4 和 B 都 是 集合 , 则 4 x B 表示 满足 ae 4 且 be B 的 所 有 序 偶 
(ob 的 集合 . 


给 定 一 个 集合 X, 那么 X 上 的 度量 是 一 个 函数 d: X x X 一 R 并 且 使 得 下 列 
性 质 对 所 有 z,y,z eX 成 立 : 

(1) d(z,y) = dly, z). 

(2) d(z,y) > 0, 而 且 当 且 仅 当 z =y 时 等 号 成 立 . 

(3) d(x, 2) < d(z,y) + d(y, 2). 


,22， 第 一 章 ”R" 的 代数 和 拓扑 


集合 X 连同 X 上 的 一 个 特定 度量 构成 一 个 度量 空间 . 我 们 常常 隐 去 此 度量 不 提 
而 简称 “度量 空间 X”. 

如 果 X 是 一 个 带 有 度量 d 的 度量 空间 , 并 且 Y 是 X 的 一 个 子 集 , 那么 d 在 
集合 Y xY 上 的 限制 是 Y 上 的 一 个 度量 . 因而 Y 自身 也 是 一 个 度量 空间 , 称 之 为 
六 的 子 空间 . 

例如 R" 具有 下 列 两 个 度量 


dz,y)=|z-yl 和 dlz,y)=|z -yl, 


分 别称 为 Buclid 度量 和 确 界 度量 .从 范 数 的 性 质 立即 可 知 它们 确实 是 度量 . 正如 
我 们 将 会 看 到 的 那样 , 对 于 许多 问题 来 说 , R" 上 的 这 两 个 度量 是 等 价 的 . 

除了 在 评述 性 的 最 后 一 节 中 要 涉及 到 一 般 度量 空间 之 外 , 本 书 只 涉及 度量 空间 
Rn 及 其 子 空间 . 通常 将 空间 Rn 称 作 n 维 Euclid 空间 

若 X 是 带 度量 d 的 度量 空间 , 对 于 给 定 的 zo e XX 和 e > 0, 则 将 集合 


U(zo,e) = {zld(z, z0) < e} 


称 为 zo 点 的 < 邻 域 , 或 者 称 作 以 zo 点 为 中 心 的 < 邻 域 . 若 对 X 的 子 集 U 的 每 一 
点 zo EU 均 有 相应 的 < > 0 使 得 U(zo,e) 包含 在 U 中 , 则 称 U 是 X 中 的 开 集 . 
若 X 的 子 集 C 使 它 的 余 集 X - C 是 X 中 的 开 集 , 则 将 C 称 为 X 中 的 闭 集 . 从 
三 角形 不 等 式 可 知 一 个 < 邻 域 本 身 是 一 个 开 集 . 

如 果 U 是 包含 zo 的 任何 开 集 , 则 通常 将 U 简称 为 zo 的 邻 域 . 

定理 3.1 令 (z,d) 是 一 个 度量 空间 , 那么 X 的 开 集 的 有 限 交 和 任意 并 都 是 
X 中 的 开 集 ; 类 似 地 , X 的 闭 集 的 有 限 并 和 任意 交 是 X 中 的 闭 集 . 口 

定理 3.2 ” 令 X 是 一 个 度量 空间 且 Y 是 一 个 子 空间 . Y 的 一 个 子 集 4 是 了 
中 的 开 集 , 当 且 仅 当 它 具有 下 列 形式 


A=UNY, 


其 中 U 为 X 中 的 开 集 ; 类 似 地 ,Y 的 一 个 子 集 4 是 Y 中 的 闭 集 , 当 且 仅 当 它 具 有 
下 列 形式 
A=CNY, 

其 中 C 是 X 的 闭 集 . 口 

由 此 可 知 , 车 4 是 Y 中 的 开 集 且 Y 是 X 的 开 集 , 那么 A 是 X 的 开 集 ; 类 似 
地 , 若 4 是 了 中 的 闭 集 且 Y 是 X 的 闭 集 , 则 4 是 X 的 闭 集 . 

设 X 是 一 个 度量 空间 , 车 X 的 一 点 zo 的 每 个 < 邻 域 至 少 在 异 于 zo 的 一 点 
与 六 的 子 集 4 相交 . 则 称 zo 是 4 的 极限 点 . 一 个 等 价 的 条 件 是 要 求 zo 的 每 一 
个 邻 域 均 包含 4 的 无 穷 多 个 点 . 
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定理 3.3 若 4 是 的 一 个 子 集 , 那么 包含 4 及 其 所 有 极限 点 的 集合 4 是 
X 的 闭 集 . X 的 一 个 子 集 是 闭 的 当 且 仅 当 它 包 含 它 的 所 有 极限 点 . 口 

集合 4 称 为 4 的 闭 包 . 

在 R" 中 , 按 两 个 标准 度量 的 < 邻 域 被 赋 于 特殊 的 名 称 ， 若 a e R", 则 在 
Euclid 度量 下 a 的 < 邻 域 称 为 以 a 为 中 心 以 = 为 半径 的 开 球 并 且 记 为 B(a;e); 而 
在 确 界 度量 下 a 的 < 邻 域 称 作 以 a 为 中 心 以 < 为 半径 的 开 立 方 体 并 且 记 为 C(a;e). 
不 等 式 |z| < llz|| < Vnlz| 导致 下 列 包 含 关系 : 


Bl(a;e) c Cla;e) c Bla; Vn e). 


这 些 包含 关 系 又 蕴涵 着 下 列 定理 : 
定理 3.4 若 X 是 Rr 的 一 个 子 空间 , 那么 无 论 是 用 X 上 的 Euclid 度量 还 
是 按 确 界 度量 , X 的 开 集 族 是 相同 的 ; 对 于 X 的 闭 集 族 也 同样 成 立 . 口 


一 般 , 将 度量 空间 X 的 任何 只 依赖 于 它 的 开 集 族 而 不 依赖 于 它 所 使 的 特定 度 
量 的 性 质 称 为 X 的 拓扑 性 质 . 我 们 将 会 看 到 , 极限 、 连续 性 和 紧 性 都 是 拓扑 性 质 的 
例子 


二 、 极 限 和 连续 


令 X 和 YY 分 别 是 带 有 度量 dx 和 dy 的 度量 空间 . 如 果 一 个 函数 了 : X 一 六 
对 于 包含 f(zo) 的 每 一 个 开 集 V 都 有 X 的 一 个 包含 zo 的 开 集 U 使 得 f(U) c V， 
则 称 了 在 zo 点 是 连续 的 ; 车 / 在 X 的 每 一 点 zo 处 是 连续 的 , 则 称 f 是 连续 的 . 
了 的 连续 性 等 价 于 要 求 对 于 Y 的 每 个 开 集 V, 集合 


六 (= {zl/(z) eV} 


是 X 中 的 开 集 , 也 就 是 要 求 对 于 Y 的 每 个 闭 集 D, 集合 /-!(D) 是 X 中 的 闭 集 . 
连续 性 可 以 用 包含 度量 的 方式 明确 地 表述 . 函数 f 在 zo 点 连续 当 且 仅 当 下 列 
说 法 成 立 : 对 每 个 。 > 0, 都 有 一 个 相应 的 5 > 0 使 得 当 dx(z,zo) < 5 时 


dy(f(z), f(z0)) < e. 


这 就 是 连续 性 的 经 典 e-6 表述 法 . 

注意 到 对 给 定 的 zo e 大 ,也 可 能 恰巧 对 每 个 5 > 0,zo 的 5 邻 域 只 包含 zo 点 . 
在 这 种 情况 下 , 将 zo 称 为 X 的 孤立 点 , 任何 函数  : X 一 在 孤立 点 自动 是 连 
续 的 ! 

从 XX 到 Y 的 常 函数 是 连续 的 , 并 且 恒 等 函数 ix : X 一 X 也 是 连续 的 . 连续 
函数 的 限制 及 复合 也 是 连续 的 . 
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定理 3.5 (a) 令 zoe 4, 这 里 4 是 X 的 一 个 子 空间 . 如 果 f:X 一 了 在 zo 
点 是 连续 的 , 那么 限制 函数 fl4 : 4 一 Y 在 zo 点 也 是 连续 的 . 

(b) 令 f:X 一 了 g:Y 一 2. 车 f 在 zo 点 连续 且 g 在 yo = f(zo) 点 连续 ， 四 

么 gof:X 一 2 在 zo 点 连续 . 

定理 3.6 ” (a) 令 X 是 一 个 度量 空间 , 并 且 了 : X 一 R" 具有 下 列 形式 : 


f(z) = ( 广 (加 () 


那么 当 且 仅 当 每 个 函数 f, : X 一 R 在 ro 点 连续 时 了 在 zo 点 连续 . 各 fi 称 为 
的 分 量 函数 

(b) 令 记 9g:X 一 有 在 zo 点 连续 .那么 f+g,f 一 g 及 了 .9 均 在 zo 点 连续 ,并 
且 当 g(zo) #0 时 f/g 在 zo 点 连续 . 

(e) 由 mni(z) = zi 给 出 的 投影 函数 是 连续 的 . 口 

这 些 定理 委 涵 着 由 微 积 分 中 热 知 的 实 值 连续 函数 通过 代数 运算 和 复合 运算 构 
成 的 函数 在 R" 中 是 连续 的 . 例如, 因 已 知 c* 和 sinz 在 R 中 是 连续 的 , 故 由 此 可 
知 , 像 

f(s,t, u,v) = (sin(s +t))/e™ 

这 样 的 函数 在 R* 中 是 连续 的 . 

现在 来 定义 极限 的 概念 . 令 X 是 一 个 度量 空间 . 令 ACX 且 f:4 一 Y. 令 
zo 是 了 的 定义 域 4 的 一 个 极限 点 (zo 可 以 属于 4 也 可 以 不 属于 4). 若 对 Y 的 每 
一 个 包含 yo 的 开 集 V 均 有 X 的 一 个 包含 zo 的 开 集 U 使 得 f(z) eV, 其 中 > 在 
Un4 中 且 z 关 zo, 则 称 当 z 趋 于 zo 时 f(z) 趋 于 yo. 这 句 话 可 用 符号 表示 如 下 : 


f(z) 一 m， 当 z 一 zo 时 . 
在 这 种 情况 下 , 也 可 以 说 当 z 趋 于 zo 时 , /(z) 的 极限 是 yo. 这 句 话 可 以 表示 为 
,yj = 


注意 到 zo 为 4 的 极限 点 的 要 求 保证 了 在 集 Un 4 中 存在 不 同 于 zo 的 点 x 
当 zo 不 是 f 的 定义 域 的 极限 点 时 , 则 不 能 试图 定义 /的 极限 . 

还 要 注意 到 ，( 即 使 了 在 zo 点 有 定义 )f 在 zo 点 的 值 并 不 包括 在 极限 的 定 
义 中 . 

极限 的 概念 可 以 用 包含 度量 的 方法 明确 表述 . 容易 证 明 当 z 趋 于 zo 时 f(z) 
趋 于 yo, 当 且 仅 当 下 列 条 件 成 立 : 对 每 个 。 > 0 都 存在 一 个 相应 的 5 > 0 使 得 当 
ze4 且 0<dx(zzo)<5 时 , 


dr(f(z),yo) < e. 
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在 极限 和 连续 性 之 间 有 直接 的 关系 , 这 可 以 表述 成 下 列 定理 : 

定理 3.7 邻 f:X 一 Y. 如 果 zo 是 X 的 孤立 点 , 那么 f 在 zo 点 连续 ; 否 
则 , f 在 zo 点 连续 当 且 仅 当 = 一 zo 时 f(z) 一 f(zo). 口 

论述 连续 性 的 大 多 数 定理 都 有 用 极限 叙述 的 相应 形式 . 

定理 3.8 (a) 令 4CX 且 :4 一 Rn 具有 下 列 形式 


f(z) = ( 户 (z) 大) 


再 令 a = (a1,… ,an), 那么 当 z 一 zo 时 f(z) = a, 当 且 仅 当 z 一 zo 时 ji(z) 一 a 
对 每 个 守成 立 . 
(b) 令 f,g:4 一 RR. 如 果 当 z 一 zo 时 f(z) 一 a 且 g(z) 一 b, 那么 当 z 一 zo 
时 就 有 
f(z) +g(7) = a+b, 
f(z) 一 9(z) = a—b, 
f(z) gz) = a bs; 


此 外 . 若 5 天 0 又 有 f(z)/g(z) 一 a/b. 口 
三 、 内 部 和 外 部 

在 任何 度量 空间 中 下 列 概念 都 有 意义 , 但 因 我 们 仅 对 R" 用 到 它们 , 因而 只 有 
该 情况 下 来 定义 它们 . 


定义 令 4 是 Rn 的 一 个 子 集 . 4 的 内 部 作为 R" 的 一 个 子 集 定义 为 Rn 的 
所 有 包含 在 4 中 的 开 集 之 并 , 而 且 记 为 Int A; 而 4 的 外 部 定义 为 Rn 的 所 有 不 与 
4 相交 的 开 集 之 并 , 且 记 为 Ext4; 而 4 的 边界 由 Rn 的 那些 既 不 属于 Int 4 也 不 
属于 Ext4 的 点 组 成 . 并 且 记 为 Bd4. 

一 个 点 z 在 边界 Bd4 上 , 当 且 仅 当 包含 z 的 每 一 个 开 集 既 与 4 相交 又 与 A 
的 余 集 R" - 4 相交 . 空间 R 是 三 个 不 相交 的 集合 Int 4、Ext4、Bd4 的 并 , 前 两 
个 为 R" 中 的 开 集 , 第 三 个 是 R" 中 的 闭 集 . 

例如 , 设 Q 是 R" 中 使 所 有 不 等 式 a, < z, < b, 成 立 的 所 有 点 = 组 成 的 矩形 ; 


Q@ = [ab x + x [an, bn). 


可 以 验证 
IntQ@ = (a1,b1) x x (an, bn). 
我 们 常 把 Int Q 称 为 开 和 矩 形 , 而 且 有 ExtQ = R" - Q 和 Bd@ = @ 一 IntQ@. 
开 立 方 体 是 开 和 矩形 的 特殊 情况 , 实际 上 ， 


Claiaj= (as 一 saa+ex…x(an 一 can 十 日. 
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相应 的 ( 闭 ) 矩形 
C=[a—e,at+e] x x lan —e,an+el 


常 被 称 作 以 a 为 中 心 的 闭 立方 体 , 简称 立方 体 . 
习 题 


在 本 习题 中 , 我 们 始终 令 X 是 一 个 度量 空间 并 且 带 有 度量 d. 

1. 证 明 U(zo;e) 是 一 个 开 集 . 

2. 令 YC X. 试 给 出 这 样 一 个 例子 , 使 得 4 是 Y 中 的 开 集 但 不 是 X 中 的 开 集 ; 再 给 出 
一 个 例子 使 得 4 在 Y 中 是 闭 集 但 在 X 中 不 是 闭 集 . 

3. 令 4CX. 证 明 , 如 果 C 是 X 的 闭 集 并 且 C 包含 4, 那么 C 包含 下 

4. (a) 证 明 若 Q 是 一 个 矩形 , 那么 Q 等 于 Int Q 的 闭 包 

(b) 若 DD 是 一 个 闭 集 , 那么 集合 D 和 Int 之 间 的 一 般 关系 如 何 ? 

(e) 车 U 是 一 个 开 集 . 那么 集合 U 与 万 的 内 部 一 般 是 什么 关系 ? 

5. 令 了 :X 一 Y, 证 明 : f 是 连续 的 当 且 仅 当 对 每 个 z e X 均 有 z 的 一 个 邻 域 U 使 得 
Jo 是 连续 的 . 

6. 令 X= 4UB, 其 中 4 和 昌都 是 X 的 子 空间 . 令 :XX 一 ,假设 限制 函数 


fa:AmY 和 fla:B—y 


都 是 连续 的 . 证 明 : 若 4 和 B 在 X 中 都 是 闭 的 , 则 f 是 连续 的 . 

7. 如 果 f 和 9 都 是 连续 的 , 那么 求 复合 函数 go f 的 极限 是 容易 的 , 参看 定理 3.5、 否则 
可 能 有 点 复杂 : 

令 f:X 一 YY 和 9:Y 一 2Z. 令 zo 是 X 的 一 个 极限 点 ,并且 yo 是 Y 的 一 个 极限 点 . 
参看 图 3.1. 考虑 下 列 三 种 情况 : 

们 当 z 一 zo 时 jz) 一 goi 

的 当 y 一 加 时 jy) 一 zi 

(ii) 当 z 一 zo 时 g(f(z)) 一 zo- 

(a) 给 出 (i) 和 (ii) 成 立 但 (说 ) 不 成 立 的 例子 

(b) 证 明 车 (i) 和 (ii) 成 立 且 g(yo) = zo, 那么 (省 ) 成 立 . 

8. 令 / : R 一 R 定义 如 下 当 z 为 有 理 数 时 , 置 /(z) = sinz, 而 在 其 他 情况 下 令 
f(z) = 0. 请 问 / 在 哪些 点 上 是 连续 的 ? 

9. 车 以 (z,y) 表示 R? 的 一 般 点 , 对 由 下 列 各 种 条 件 所 指定 的 R2 的 子 集 4, 分 别 决定 出 
Int A, ExtA 和 BdA: 


(a) z=0, (e) = 和 y 都 是 有 理 数 ， 
(bjo<z<l， (M0<2+P < 
(0gz<1 和 0<y<1, (By<z, 


(qd) z 为 有 理 数 且 y > 0， Wyse 
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图 31 


§4. R" 的 紧 子 空间 和 连通 子 空间 


的 一 类 重要 的 子 空间 是 紧 子 空间 ， 我 们 将 经 常用 到 这 种 空间 的 基本 性 质 . 
我 们 所 需要 用 到 的 性 质 概括 在 本 节 的 定理 中 并 且 给 出 了 证 明 ,， 因为 其 中 的 某 些 结果 
也 许 读者 以 前 不 曾 见 过 . 
另 一 类 有 用 的 空间 是 连通 空间 . 在 这 里 我 们 概 据 了 少数 那些 将 要 用 到 的 性 质 . 
我 们 并 不 打算 在 这 里 论述 任意 度量 空间 的 紧 性 和 连通 性 , 但 是 我 们 所 做 的 许多 
证 明 在 更 一 般 的 情况 下 也 成 立 , 并 对 此 作 了 说 明 . 
一 、 紧 空间 


定义 令 X 是 Rn 的 一 个 子 空间 . X 的 一 个 覆盖 是 Rn 的 一 族 子 集 , 它们 的 
并 集 包含 X. 若 其 中 的 每 个 子 集 都 是 R" 中 的 开 集 , 则 称 为 X 的 一 个 开 覆 盖 . 如 果 
空间 X 的 每 个 种 盖 均 包含 一 个 有 限 子 族 , 其 自身 也 构成 X 的 一 个 开 禾 盖 , 则 将 X 
称 为 紧 的 . 

虽然 紧 性 的 这 个 定义 中 所 用 的 是 R" 的 开 集 , 但 是 也 可 以 用 只 涉及 空间 X 的 
开 集 的 方式 来 叙述 这 个 定义 . 

定理 4.1 ”Rer 的 子 空间 X 是 紧 的 当 且 仅 当 对 由 X 的 开 集 构成 的 且 其 并 为 
X 的 每 一 个 集 族 均 有 一 个 有 限 子 族 其 并 集 等 于 义 . 

证 明 ” 设 X 是 紧 的 , 令 {4。} 是 X 的 一 个 开 子 集 族 , 其 并 集 为 X. 对 每 个 a， 
选取 R" 的 一 个 开 集 U。 使 得 A。= U。nX. 因为 X 是 紧 的 . 故 有 某 个 有 限 子 族 
{UV。} 覆盖 X， 比 如 说 其 指标 集 为 a = al,… ,ak 那么 对 于 a = a1,… ,ax, 诸 集 
合 ho 的 并 集 就 是 开 . 

其 逆 的 证 法 是 类 似 的 . 口 

下 列 结果 在 分 析 基本 教程 中 总 是 给 出 证 明 的 , 因而 这 里 就 将 其 证 明 省 略 . 

定理 4.2 ”了 的 子 空间 [中 是 紧 的 . 

定义 ”对 于 R" 的 子 空间 X, 若 有 一 个 数 M 使 得 lz| < M 对 所 有 z eX 应 
立 , 则 称 之 为 有 界 的 . 

我 们 终于 可 以 证 明 这 样 一 个 重要 定理 : R" 的 一 个 子 空间 是 紧 的 当 和 仅 当 它 是 
闭 的 和 有 界 的 . 该 定理 的 一 半 是 容易 的 , 下 面 就 来 证 明 它 . 
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定理 4.3 ”如 果 X 是 Rr 的 紧 子 空间 , 那么 X 是 闭 的 和 有 界 的 . 

证 明 ”第 一 步 . 证 明 X 是 有 界 的 ， 对 每 个 正 整数 N, 令 Uw 表示 开 立 方 体 
Uw = C(0; N)， 那 么 Un 为 开 集 且 满足 Ul c Us。C -…, 而 且 各 集合 UN 能 覆 
而 特别 覆盖 X)， 故 有 某 个 有 限 子 族 也 获 盖 X， 比 如 说 其 指标 集 为 
NN = Ni,… ,Nk. 若 取 M 为 各 数 Ni,… ,Ns 中 的 最 大 者 , 则 X 包含 在 Um 中 , 因 


第 二 步 . 通过 证 明 X 的 余 集 是 开 的 来 证 明 X 是 闭 的 . 令 a 是 R" 的 不 在 
中 的 一 点 . 下 面 来 寻求 a 的 一 个 位 于 X 的 余 集 内 的 = 邻 域 . 
对 每 个 正 整数 N, 考虑 立方 体 


Cx = {z;lz — al < 1/N}. 


那么 C 2 Ca 2 … ,而且 Cw 的 交集 仅 由 a 点 组 成 . 令 Vy 是 Cw 的 余 集 , 那么 
Vw 是 开 集 并 满足 Vi C V2 < … , 而 且 各 集合 Vw 覆盖 除 a 点 之 外 的 整个 R"( 因 
而 米 盖 X), 从 而 有 某 个 子 集 族 覆 六 X, 比方 说 其 指标 集 为 N = Ni ,Nk. 若 M 
是 各 数 Ni,… ,Ns 中 最 大 的 一 个, 那么 X 包含 在 Vw 中 . 再 者 说 , 集合 Cu 与 X 
不 相交 , 因而 特别 有 开 立 方 体 C(a; 1/M) 在 X 的 余 集中 . 参看 图 4.1. 口 


图 4.1 


推论 4.4 令 义 是 RR 的 一 个 紧 子 空间 ,那么 久 有 最 大 元 和 最 小 元 . 

证 明 ”因为 X 是 有 界 的 , 所 以 它 有 上 确 界 和 下 确 界 ; 又 因为 X 是 闭 的 , 因而 
上 下 确 界 必 属 于 大- 口 

下 面 是 一 个 被 人 们 常用 且 热 悉 的 结果 : 

定理 4.5( 极 值 定理 ) ” 令 X 是 Rm 的 一 个 紧 子 空间 . 如 果 f : X 一 Rn 是 连 
续 的 . 那么 f(X) 是 Rn 的 紧 子 空间 

特别 若 4: X 一 R 连续 , 则 $ 有 最 大 值 和 最 小 值 . 
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证 明令 {Va} 是 R" 的 一 族 覆 盖 f(X) 的 开 子 集 , 那么 广 !(Va) 组 成 X 的 
一 个 开 覆 盖 , 从 而 这 族 开 子 集中 的 有 限 个 , 比如 它们 的 指标 为 a = a1,… ,ak, 也 同 
样 覆 盖 X. 于 是 对 于 a = al, … ,ax, 集 族 {Va} 覆盖 f(X). 因而 7(X) 是 紧 的 . 

于 是 若 %: X 一 R 是 连续 的 , 则 p(X) 是 紧 的 , 因而 它 有 最 大 元 和 最 小 元 . 它 
们 分 别 就 是 % 的 最 大 值 和 最 小 值 . 口 

下 面 证 明 一 个 读者 可 能 不 太 热 悉 的 结果 - 

定义 ” 令 义 是 R" 的 一 个 子 集 . 给 定 < > 0. 当 a 记 历 X 的 所 有 点 时 , 各 集 
合 B(aie) 的 并 集 称 为 X 的 在 Euclid 度量 之 下 的 s 邻 域 ; 类 似 地 , 各 集合 Caie) 
的 并 集 称 为 在 确 界 度量 下 X 的 < 邻 域 . 

定理 4.6(e 邻 域 定理 ) 令 X 是 R 的 一 个 紧 子 空间 , 令 U 是 Rn 的 一 个 包 
含 X 的 开 集 . 那么 存在 一 个 = > 0 使 得 闵 (无 论 在 哪 种 度量 下 ) 的 。 邻 域 均 包含 在 
唔 中 . 

证 明 X 在 Euclid 度量 下 的 e 邻 域 包含 在 它 在 确 界 度量 下 的 < 邻 域 中 . 因此 
只 需 论 述 后 一 种 情况 即 可 

第 一 步 . 令 C 是 Rr 的 一 个 固定 子 集 . 对 每 个 ze R", 定义 


dtz,C) = inf{lz - cl;c e C}, 


并 将 dl(z,C) 称 为 从 = 到 C 的 距离 . 下 面 证 明 它 作 为 z 的 函数 是 连续 的 . 
令 ce C, 令 zyeR", 则 三 角形 不 等 式 蕴涵 着 


dz,C) -le-y sle -cd-le-y sly-d. 
此 不 等 式 对 所 有 c e C 成 立 , 因此 
dlz,C) -lz —yl < d(y,e), 


从 而 有 
Ad(z,C) — dl(y, ©) < |z — yl. 
车 将 = 和 y 交换 , 则 有 同样 的 不 等 式 成 立 , 从 而 d(z,C) 的 连续 性 成 立 . 
第 二 步 . 完成 定理 的 证 明 . 给 定 U, 将 了: X 一 及 定义 为 
f(z) = d(z,R™ — U). 


那么 f 是 一 个 连续 函数 . 而 且 对 所 有 z < X, f(z) > 0. 因为 若 =e X, 则 有 zx 的 某 
个 5 邻 域 包含 在 U 中 , 从 而 /(z) > 5. 因为 是 紧 的 , 所 以 f 有 最 小 值 < 由 于 了 
只 取 正 值 , 因而 该 最 小 值 为 正 值 . 于 是 X 的 。 令 域 包含 在 U 中 . 口 
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如 果 没有 关于 集合 X 的 某 些 假设 , 则 本 定理 不 能 成 立 . 例如 若 X 是 R? 中 的 
z 轴 , 而 U 是 开 集 
U={(z,Why? < 1G+z2) 
则 不 存在 < 使 得 X 的 = 邻 域 包含 在 U 中 , 参看 图 4.2. 


此 外 还 有 另 一 个 熟知 的 结果 . 

定理 4.7( 一 致 连续 性 ) ” 令 X 是 Rm 的 一 个 紧 子 空间 , 并 设 1 : X 一 R" 是 
连续 的 . 给 定 。 > 0, 则 存在 一 个 5 > 0 使 得 当 z,ye 六 时 

lz 一 yl <5 歼 涵 |f(z) 一 f(y)| < =. 

车 用 Euclid 度量 代替 确 界 度量 此 结果 也 成 立 . 

定理 结论 中 所 述 的 条 件 称 为 一 致 连续 性 条 件 . 

证 明 ”考虑 Rm x Rm 的 子 空间 X x X, 并 在 其 中 考虑 空间 

A={(z,z)lz eX), 

这 个 空间 称 为 X x X 的 对 角 线 . 对 角 线 是 R2m 的 一 个 紧 子 空间 , 因为 它 是 紧 空间 
X 在 连续 映射 f(z) = (z,z) 下 的 象 . 

首先 , 就 Euclid 度量 来 证 明 本 定理 . 考虑 由 下 式 定义 的 函数 9: X x X 一 RR: 

g(z,y) = f(z) — f(W. 

然后 考虑 X x X 中 满足 g(z,y) < < 的 点 的 集合 . 因为 9 是 连续 的 , 所 以 该 集合 
是 X x X 中 的 开 集 , 而 且 它 包含 对 角 线 A, 这 是 因为 g(z,z) = 0， 因 此 它 等 于 
Rnm x Rm 的 一 个 包含 A 的 开 集 U 与 X x X 的 交集 , 参看 图 4.3. 


(ay) 
(yw) 
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A 的 紧 性 区 活着 对 某 个 5, A 的 5 邻 域 包 含 在 U 中 . 这 就 是 定理 所 要 求 的 5. 
因为 车 z,y e X 且 满 足 jz 一世 < 5, 那么 
lz,9) — (vy, =z -9),)= lr -yl < 


因而 (z,y) 属于 对 角 线 A 的 5 邻 域 . 于 是 (z,y) 属于 U, 因而 正如 所 期 望 的 那样 ， 
g(r,y) < 

对 于 确 界 度量 的 相应 结果 可 由 类 似 的 证 明 推出 , 或 者 只 要 注意 到 若 lz 一 y| < 
5/Vm 则 lz 一 yll <5, 由 此 


If(z) ~ f(W)| < f(z) — f()) < e. 口 
为 了 完成 对 R" 的 紧 子 空间 的 特性 的 描述 , 我 们 将 需要 下 列 引 理 : 
引 理 4.8 ”RBR" 中 的 矩形 
Q@ = [a1,b] x x [an, bn} 


是 紧 的 . 
证 明 ”我 们 用 关于 n 的 归纳 法 进行 证 明 . 引 理 对 n = 1 已 经 成 立 . 假设 它 对 
n 一 1 成立 来 证 明 它 对 n 也 成 立 . 可 将 Q 写成 


Q =X x [on, bn), 
其 中 X 是 R"-! 中 的 矩形 . 那么 由 归纳 假设 X 是 紧 的 . 令 4 是 Q 的 一 个 开 米 盖 . 
第 一 步 , 证 明 给 定 te [an,bn], 则 存在 一 个 < > 0 使 得 集合 
Xx(t—ett+e) 
可 被 A 中 的 有 限 多 个 元 素 所 覆盖 . 
集合 X x 上 是 R" 的 一 个 紧 子 集 , 因为 它 是 X 在 由 f(z) = (z,t) 给 出 的 连续 
映射 了 : X 一 R" 之 下 的 象 . 因此 它 可 以 被 A 中 的 有 限 个 元 素 所 覆盖 , 比方 说 被 
A1,… ,4k 粒 盖 . 
令 U 是 这 些 集合 之 并 , 那么 U 是 开 集 并 且 包含 X x t, 参看 图 4.4. 


v 
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因为 X x t 是 紧 集 , 所 以 存在 X x t 的 一 个 = 邻 域 包含 在 U 中 . 那么 特别 有 
集合 X x (t 一 e,t+a) 包含 在 U 中 , 从 而 被 41,… ,Ak 所 覆盖 . 

第 二 步 . 由 第 一 步 的 结果 , 对 每 个 ie [an,bn] 均 可 选取 一 个 包含 t 的 开 区 间 Vi 
使 得 集合 X x Vi 能 被 集 族 A 中 的 有 限 个 元 素 覆盖 . 

由 于 R 中 的 各 开 区 间 Vi 覆盖 了 区 间 [an, bn], 从 而 其 中 有 有 限 个 Vi, 比方 说 对 
于 t=,… ,tm, 也 覆盖 区 间 [an, bn]. 

于 是 对 于 上 = 扫 ，… ,tm 而 言 , 8 = X x [an,bn] 包含 在 各 集合 X x Vi 的 并 集 
中 , 因为 这 些 集合 中 的 每 一 个 均 可 被 A 的 有 限 个 元 素 覆 盖 , 从 而 Q 也 能 被 A 的 有 
限 个 元 覆盖 . 口 

定理 4.9 ” 若 久 是 Rn 的 一 个 有 界 闭 子 空间 , 那么 X 是 紧 的 . 

证 明令 4 是 一 个 条 六 X 的 开 集 族 . 将 单个 集合 R" - X 添加 到 该 集 族 中 ， 
而 R" -X 是 R" 中 的 开 集 , 因为 X 是 闭 的 . 于 是 就 得 到 整个 R" 的 一 个 开 胸 羡 . 
可 以 选取 一 个 包含 X 的 矩形 Q. 那么 特别 地 , 所 得 集 族 秽 


因为 Q 是 紧 的 , 因而 必 有 某 个 有 限 子 族 禾 盖 Q. 若 这 个 有 限 子 族 中 包含 集合 
R" - X, 则 从 集 族 中 将 它 删除 . 于 是 就 得 到 .4 的 一 个 有 限 子 族 , 它 未 必 能 覆盖 整个 
Q@, 但 它 肯 定 能 履 盖 X, 因为 被 剩 除 的 集合 Rn 一 不 包含 X 的 点 . 口 

如 果 用 任意 的 度量 空间 代替 R* 和 Rm", 那么 除 刚 才 证 明 的 定理 之 外 , 本 节 的 
所 有 定理 仍然 成 立 . 关于 在 任意 度量 空间 中 不 成 立 的 定理 请 参看 习题 . 
二 、 连 通 空间 

如 果 X 是 一 个 度量 空间 并 且 不 能 写成 它 的 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 之 并 , 则 称 
多 是 连通 的 . 

下 列 定理 在 分 析 基 本 教程 中 总 是 给 出 证 明 , 因而 这 里 将 其 证 明 略 去 . 

定理 4.10 ”BR. 的 闭 区 间 [a,4] 是 连通 的 . 口 

我 们 将 要 用 到 的 关于 连通 空间 的 基本 事实 是 下 列 的 定理 . 

定理 4.11( 介 值 定理 ) ”如 果 X 是 连通 的 并 且 f : X 一 Y 是 连续 的 , 那么 
f(X) 是 Y 的 连通 子 空间 . 

特别 , 车 %: X 一 R 是 连续 的 并 且 有 X 的 两 点 zo,zi 使 得 flzo) <r < f(z1)， 
则 必 有 X 的 一 点 z 使 得 f(z) = 六 

证 明 假设 f(z) = 4UB, 其 中 A 和 B 是 f(X) 的 不 相交 开 集 , 那么 
和 f-1(B) 是 X 中 的 不 相交 集 , 它们 的 并 是 XX, 而 且 每 一 个 都 是 X 的 开 集 ， 
是 连续 的 , 但 这 与 X 的 连通 性 矛盾 . 

给 定 内 令 4 是 由 RR 中 满足 y < r 的 所 有 y 组 成 的 , 而 B 是 由 满足 y > r 的 
所 有 ? 组 成 的 , 那么 4 和 B 是 R 中 的 开 集 . 若 集合 f(X) 不 包含 r, 那么 f(X) 是 


-1(4) 
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不 相交 集 f(X)nA 和 f(X)nB 之 并 ,并且 两 者 都 是 f(X) 中 的 开 集 . 但 这 与 I 
的 连通 性 矛盾 . 

车 a 和 b 是 R" 的 两 点 ,那么 连接 a 和 6b 的 线段 定义 为 形 如 z = a+ttb 一 吕 
的 所 有 点 zx 的 集合 , 其 中 0 < t < 1. 任何 线段 都 是 连通 的 , 因为 它 是 区 间 [0,1] 在 
连续 映射 + 一 a +t(b 一 a) 之 下 的 象 . 

若 4 是 Rn 的 一 个 子 集 且 对 4 的 每 一 对 点 a,b, 连接 a 和 6 的 线段 均 包含 在 
4 中 , 则 称 4 是 一 个 凸 集 . Rr 的 任何 凸 子 集 4 自动 是 连通 的 . 因为 车 4 是 它 的 
两 个 不 相交 的 开 子 集 U 和 V 的 并 集 , 则 只 需 选取 a 在 U 中 和 65 在 V 中 , 并 且 注 
意 到 如 果 工 是 连接 和 5 的 线段 那么 UnL 和 V nL 便 是 工 中 的 不 相交 非 空 
开 集 . 

由 此 可 知 , 在 R” 中 所 有 开 球 、 开 立方 体 及 矩形 等 都 是 连通 的 (参考 习题). 


习 题 


1. 令 R+ 表示 正 实数 集 . 

(a) 证 明 由 f(z) = i 给 出 的 连续 函数 了 : R+ 一 R 是 有 界 的 , 但 是 它 既 没有 最 大 值 
也 没有 最 小 值 . 

(b) 证 明 由 g(z) = sinz 给 出 的 连续 函数 9 : R+ 一 R 是 有 界 的 , 但 不 满足 一 致 连续 性 


2. 令 X 表示 R? 中 的 子 集 (-1,1) x 0, 令 U 表示 R? 中 的 开 球 B(0;1), 则 它 包含 X 
证 明 不 存在 6 > 0 使 得 X 在 R? 中 的 < 邻 域 包含 在 U 中 . 

3. 令 R™ 表示 所 有 末尾 是 0 的 无 闪 串 的 实数 "无限 组 " z = (zi,za,….) 的 集合 (参看 
负 的 习题 ). 由 (z,y) = 志 zy 定义 有 = 上 的 内 积 . (这 是 一 个 有 限 和 , 因为 除 有 限 项 之 外 全 
为 零 . ) 令 llz -yl 是 Re” 上 的 相应 度量 . 定义 


一 1000 


其 中 1 出 现在 第 i 个 位 置 . 那么 e, 构成 Re 的 一 个 基 . 令 X 是 所 有 点 e, 的 集合 . 证 明 X 是 
闭 的 , 有 界 的 和 非 紧 的 . 

4 (a) 证 明 R" 的 开 球 和 开 立 方 体 是 凸 的 . 

(b) 证 明 R" 中 的 开 和 矩形 和 闭 矩 形 都 是 凸 的 . 
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本 章 将 考虑 把 Rm 映 入 R" 中 的 函数 并 定义 这 种 函数 的 导数 . 我 们 所 进行 的 
大 多 数 讨论 是 为 了 推广 读者 在 微 积分 中 已 熟悉 的 事实 . 

本 章 的 两 个 主要 结果 是 反 函 数 定理 和 隐 函 数 定理 , 其 中 反 函 数 定理 给 出 了 从 
R" 到 R" 的 可 微 函数 具有 可 微 反 函数 的 条 件 ; 而 隐 函 数 定理 则 为 微 积分 中 学 过 的 
隐 函 数 微分 法 英 定 了 理论 基础 . 

回想 起 除非 另 有 特别 说 明 , 我 们 总 是 将 Rm 和 R” 的 元 素 写成 列 矩阵 . 
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我 们 首先 来 回顾 一 元 实 变量 的 实 值 函数 的 导数 是 如 何 定义 的 . 
令 4 是 有 的 一 个 子 集 . 并 且 4: 4 一 玉 假设 4 包含 o 点 的 一 个 邻 域 . 假若 
下 式 中 的 极限 存在 , 则 将 在 a 点 的 导数 定义 为 


PE DLO 
在 这 种 情况 情况 下 , 我 们 称 y 在 。 点 是 可 微 的 .下列 事实 是 它 的 直接 推论 ， 

(D 可 给 函 数 都 是 连续 的 - 

(2) 可 微 函 数 的 复合 是 可 微 的 . 

现在 我 们 试图 定义 一 个 将 Rm 的 子 集 映 入 Rn 的 函数 /的 导数 . 我 们 不 能 在 
刚才 给 出 的 定义 中 简单 地 用 Rm 的 点 代替 a 和 + 因为 当 m > 1 时 不 能 直接 用 R” 
的 点 去 除 R" 的 点 . 下 面 是 第 一 个 尝试 性 的 定义 . 

定义 令 Ac R" 且 f: 4 一 R". 假设 4 包含 a 的 一 个 邻 域 .给 定 ueR" 
并 且 uz 0, 假若 下 式 中 的 极限 存在 , 则 定义 


flaw) = 直人 + 的 -1@). 


这 个 极限 依赖 于 a 和 wu, 将 它 称 作 f 在 a 点 关于 向 量 u 的 方向 导数 . (在 微 积分 中 
通常 要 求 u 是 单位 向 量 , 其 实 这 是 不 必要 的 .) 
例 1 令 f: R? 一 R 是 由 下 式 定义 的 函数 : 


f(z1,72) = zlz2. 
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了 在 a = (a1,a2) 点 关于 向 量 u = (1,0) 的 方向 导数 为 


jn + 
3 t 


关于 向 量 v = (1,2) 的 方向 导数 为 


f(a;u)= 


= a2; 


+24) — a102 
t 

令 人 神往 的 是 相仿 “方向 导数 ”是 导数 概念 的 合适 推广 , 并 且 基 对 u #0, f'(a; u) 
存在 , 则 称 f 在 a 点 是 可 微 的 , 然而 对 于 可 微 性 而 言 , 这 不 是 一 个 很 有 用 的 定义 
例如 可 微 性 蕴涵 连续 性 就 不 成 立 (参看 下 面 的 例 3); 可 微 函数 的 复合 是 可 微 的 也 不 
成 立 (参看 87 的 习题 ). 因而 我 们 要 寻求 更 强 的 定义 . 

为 了 得 出 最 终 的 定义 , 我 们 将 一 元 函数 的 可 微 性 定义 重新 叙述 成 下 列 形式 : 

令 4 是 RR 的 一 个 了 集 且 :4 一 R. 设 4 包含 a 点 的 一 个 邻 域 . 若 有 一 个 数 
入 使 得 当 t 一 0 时 


fa) = = +201. 


lat) -Go) -站 ,0 
1 
则 称 % 在 a 点 是 可 微 的 , 数 》 是 唯一 的 并 且 称 之 为 ,在 a 点 的 导数 , 记 为 Wo) 
定义 的 这 种 表述 法 使 下 列 事实 成 为 明显 的 : 若 4 是 可 微 的 , 则 线性 函数 At 是 
增 基 本 数 6(a + 6(o) 的 一 个 很 好 的 近似 ， 我 们 党 把 Xt 称 为 增 量 函数 的 “一 阶 
近似 "或 “线性 近似 ”. 
让 我 们 对 这 种 形式 的 定义 进行 推广 ,车 4 c Rm 且 了 : A 一 R", 那么 增 最 孙 
数 的 一 阶 近似 或 线性 近似 表示 什么 意思 呢 ? 要 做 的 自然 是 取 一 个 函数 使 之 在 线性 
代数 的 意义 下 为 线性 的 . 这 种 想法 导 至 了 下 列 的 定义 . 
定义 令 4CRm 且 f :4 一 R". 设 人 包含 a 点 的 一 个 令 域 如 果 有 xm 
阶 短 阵 有 使 得 当 h 一 0 时 ， 
flat+h)- f(a)-B:h 
四 
则 称 / 在 a 点 是 可 微 的 . 短 阵 B 是 叭 一 的 , 称 之 为 在 a 点 的 导数 , 并 且 记 为 
Di(a). 
注意 到 , 我 们 要 对 它 取 极 限 的 商 式 对 0 点 的 某 个 去 心 人 域 中 的 有 定义 , 因为 
了 的 定义 域 包含 a 点 的 一 个 邻 城 在 分 母 中 使 用 确 界 范 数 不 是 必须 的 , 若 以 |h|| 代 
普 hl| 可 以 得 出 一 个 等 价 的 定义 . 
容易 看 出 是 唯一 的 . 设 C 是 另 一 个 满足 条 件 的 矩阵 . 两 式 相 沽 可 得 当 h 一 0 


时 
(C-B):h 
全 


一 0 


一 0. 
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令 u 为 一 固定 向 量 , 置 h = tu, 令 t 一 0. 由 此 可 得 (C - 了 ) .wu = 0. 因为 w 是 任 
意 的 ; 所 以 C= B. 
例 2 令 f:R"m 一 R" 是 由 下 式 定义 的 函数 : 


f(z)=B.z+b, 


其 中 8 是 一 个 nxm 矩阵 , 而 be R". 那么 f 是 可 微 的 而 且 Df(z) = B. 实际 上 ， 
因为 
flat+h) -f(a)=B:h, 


所 以 在 定义 导数 中 所 用 的 商 式 恒 为 零 . 

现在 我 们 来 说 明 这 个 定义 比 先前 给 出 的 尝试 性 定义 强 , 并 且说 明 这 确实 是 可 微 
性 的 合适 定义 . 尤其 是 在 本 节 及 以 后 的 几 节 中 我 们 将 验证 下 列 事实 ; 

(1) 可 微 函数 是 连续 的 . 

(2) 可 微 函 数 的 复合 是 可 微 的 . 

(3) f 在 a 点 的 可 微 性 蕴涵 着 7 在 a 点 的 所 有 方向 导数 存在 . 我 们 还 将 说 明 
当 导 数 存在 时 如 何 计算 它 . 

定理 5.1 令 A4CR" 且 f:4 一 R". 若 /在 a 点 是 可 微 的 ,那么 /在 a 点 
的 所 有 方向 导数 存在 , 并 且 有 


f(aiu) = Df(a)-u. 
证 明令 B= Df(a). 在 可 微 性 的 定义 中 置 h = tu, 其 中 t 关 0. 那么 由 假设 
当 t 一 0 时， 


flat+tu)— f(a)—-B:tu 和 
ltul 


车 t 通 过 正 值 趋 于 0, 那么 用 lu| 乘 (*) 式 , 则 如 所 期 望 的 那样 可 以 推出 当 t 一 0 
flattu) -f(a) _ 
t 


(9) 0. 


Bu—0. 


若 + 通过 负 值 趋 于 0 则 用 -|u| 乘 (*) 式 可 以 得 出 同样 的 结论 . 因而 f'(a; u) = B-u. 
口 
例 3 定义 函数 了: R2 一 R 如 下 : 置 f(0) =0, 而 当 (z,y) #0 时 置 


2 
fe = 5 
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下 面 证 明 f 在 0 点 的 所 有 方向 导数 存在 , 但 了 在 0 点 是 不 可 微 的 . 令 u 头 0. 那么 
= | | 时 
h2k 
Bh + 


flO+tu)—f(0) _ (th)(tk) 1_ 

t Wh) + 
所 以 

,0 fn/k, #0, 
om 人 大 = 0. 
因而 /"(0;w) 对 所 有 wu 关 0 存在 ， 然 而 函数 J 在 0 点 是 不 可 微 的 ， 因 为 如 果 
9:R? 一 RR 是 一 个 在 0 点 可 微 的 函数 , 那么 Dg(0) 是 一 个 形 如 [a 9 的 1 x 2 矩阵 ， 
并 且 
(0;u) = ah+ bk, 


这 是 u 的 一 个 线性 函数 . 但 //(0;u) 却 不 是 u 的 线性 函数 . 

函数 / 是 特别 有 趣 的 ， 它 在 过 原点 的 每 条 直线 上 是 可 微 的 (因而 是 连续 的 ). 
(实际 上 , 在 直线 y = mz 上 . 它 的 值 是 mz/(m? + z2).) 但 / 在 原点 不 是 可 微 的 , 实 
际 上 , /在 原点 甚至 不 是 连续 的 ! 因为 / 在 原点 的 值 为 0, 然而 当 任意 接近 原点 时 
都 有 形 如 (tt?) 的 点 使 得 7 在 该 点 的 值 为 3, 参看 图 5.1. 


图 5.1 


定理 5.2 令 AcR"™" 且 f:4 一 R". 若 f 在 a 点 是 可 微 的 ,那么 f 在 a 点 
是 连续 的 . 
证 明令 已 = Df(a). 对 接近 于 0 但 不 等 于 0 的 hh, 将 /的 增 量 写成 


fla+h)— f(a) = hl [名 -| 


由 假设 , 当 h 趋 于 0 时 , 括号 中 的 表达 式 趋 于 0. 于 是 由 关于 极限 的 基本 定理 


+B-h. 


ml/(e+) f(a) =0. 
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因而 f 在 a 点 连续 . 口 

我 们 将 在 87 论述 可 微 函数 的 复合 . 

现在 我 们 来 说 明 当 Df(a) 存在 时 应 当 如 何 计算 它 . 首先 介绍 实 值 函 数 的 偏 导 
数 的 概念 

定义 令 A4cR"m 且 f:4 一 R. 将 f 在 a 点 的 第 j 个 偏 导 数 定义 为 
在 a 点 关于 向 量 e 的 方向 导数 , 当然 要 假设 该 方向 导数 存在 , 并 将 该 偏 导数 记 为 
D,f(a). 即 


pil0) = pm {+ -10), 


偏 导数 通常 是 容易 计算 的 . 实际 上 , 若 置 
Ht) = fa ,0 trajtls ee sam), 


那么 由 定义 , f 在 a 点 的 第 j 个 偏 导数 不 过 是 函数 p(t) 在 t = a, 处 的 常 义 导数 . 
因而 偏 导数 D,f 可 以 通过 将 zl … ,z)-1,z)+1,… ,zm 看 作 常 数 而 用 熟知 的 一 元 
函数 的 微分 法 将 所 得 的 函数 对 zi 微分 来 计算 

我 们 从 f 是 实 值 函 数 的 情况 下 计算 它 的 导数 开始 . 

定理 5.3 令 4cRnm 且 1:4 一 BR. 如 果 f 在 a 点 是 可 微 的 ,那么 


Df(a) = [Dif(a), Daf(a),…… , Dmf (a)]. 


即 车 Df(a) 存在 , 则 它 是 一 个 从 了 在 a 点 的 各 偏 导数 为 元 素 构成 的 行 矩阵 . 
证 明 ”由 假设 , Df(a) 存在 并 且 是 一 个 1 x m 和 矩阵. 令 


Df(al = IN Ne An) 
由 此 (应 用 定理 5.1) 可 知 
也 1(ao) =1(laiej)= Pf(a) =N. 口 


可 将 该 定理 推广 如 下 : 
定理 54 令 4cBRm 且 1 :4 一 Rr 设 4 包含 a 点 的 一 个 邻 域 , 令 
天 :4 一 RR 是 了 的 第 i 个 分 量 函 数 , 因而 有 


F(z) 
f(z)= 


fn(z) 
(a) 函数 f 在 a 点 是 可 微 的 , 当 且 仅 当 每 个 分 量 函 数 fi 在 a 点 是 可 微 的 . 
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(b) 车 了 在 a 点 是 可 微 的 , 那么 它 的 导数 是 一 个 n x m 矩阵 , 而 该 矩阵 的 第 
行 是 的 导数 

这 个 定理 说 明 
Dfi(a) 
Dfi(a)= 
Din(a) 
因而 Df(a) 是 一 个 矩阵 , 其 第 i 行 第 7 列 的 元 素 为 D, f(a). 

证 明 令 忆 是 一 个 任意 的 n xm 矩阵 . 考虑 函数 
Slath) -f(a) -Bh 

Ih| 

(对 于 某 个 e) 它 对 0 < |h| < e 有 定义 . 于 是 F(h) 是 n x 1 阶 的 列 矩 阵 , 它 的 第 i 
个 元 素 满足 等 式 


F(h)= 


Rh) = {a+ 4 好 (的 第 行 ) -和 

令 h 趋 于 0, 那么 当 且 仅 当 它 的 每 个 元 素 趋 于 0 时 和 矩阵 F(h) 趋 于 此 若 电 是 
一 个 使 F(h) 一 0 的 矩阵 , 那么 B 的 第 ; 行 就 是 一 个 使 得 F.(h) 一 0 的 行 矩 阵 . 而 
且 反 过 来 也 成 立 . 因而 定理 成 立 . 口 

令 AcR" 且 f:4 一 R". 车 /的 各 分 量 函数 ,的 偏 导 数 在 a 点 存在 ,那么 
就 可 以 构成 这 样 一 个 矩阵 它 从 D, f(a) 为 其 第 i 行 第 ; 列 处 的 元 素 . 该 矩阵 称 为 
了 的 Jacobi 矩阵 . 如 果 f 是 可 微 的 , 则 该 矩阵 等 于 Df(a). 然而 , 即使 没有 了 在 a 
点 可 微 的 条 件 , 偏 导数 从 而 Jacobi 矩阵 仍 可 能 存在 (参看 上 面 的 例 3). 

这 让 我 们 有 点 不 知 所 措 . 目前 (除了 回 到 定义 之 外 ) 我 们 没有 什么 好 办 法 来 决 
定 一 个 函数 是 否 可 微 . 我 们 知道 . 像 


sin(zy) 和 zy?+ze™ 


这 样 一 些 熟 悉 的 函数 具有 偏 导数 , 因为 这 是 单 变量 分 析 中 熟知 的 定理 的 结论 . 但 我 
们 却 不 知道 它们 是 可 微 的 . 

下 一 节 我 们 将 论述 这 个 问题 . 

评注 车 m= 1 或 n= 1 则 上 面 的 导数 定义 不 过 是 用 矩阵 的 记号 对 微 积分 
中 已 热 悉 概念 的 重新 表述 . 例如 , 若 / : Ri 一 R3 是 一 个 可 微 函数 , 则 它 的 导数 是 
烈 矩阵 
有 (人 
天 区 
RO) 


Df(t)= 
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在 微 积分 中 , f 常 被 解释 为 参数 曲线 , 并 且 向 量 
T= fi()e+ f(tes + fs(t)es 


称 为 该 曲线 的 速度 向 量 (当然 在 微 积分 中 人 们 倾向 于 用 如 天 而 不 是 用 e1, ez, es 
来 表示 基本 单位 向 量 ). 
作为 另 一 个 例子 , 考虑 可 微 函数 9 : R3 一 Ri, 它 的 导数 是 行 矩 阵 


Dg(z) = [Dig(z) D2g(z) Dag(z)], 


而 其 方向 导数 等 于 矩阵 的 乘积 Dg(z) . u. 在 微 积分 中 , 函数 9 常 被 解释 为 标量 场 ， 
而 向 量 场 
gradg = (Digjel + (Dag)ez + (Dag)es 
称 为 9 的 梯度 (常用 符号 Vg 表示 ). 在 微 积分 中 , 9 关于 v 的 方向 导数 写成 向 量 
gradg 和 的 点 乘积 . 
注意 到 , 如 果 f 的 定义 域 或 值 域 是 1 维 的 , 表述 它 的 导数 用 向 最 记号 就 足够 
了 , 但 是 对 于 一 般 的 函数 了 : Rm 一 R", 则 必须 用 和 矩阵 的 记号 . 


习 题 
1 令 4CR" 且 了 :4 一 R". 证明: 若 /'(a;u) 存在 ,那么 (ai cu) 也 存在 并 且 等 于 
cf'(a; uw). 
2. 令 1:R2 一 RR 定义 如 下 : 


fay) = Fs, (ny) #0, 
f(0) =0. 


(a) f(a; uw) 对 于 哪些 向 量 u 存在 ? 当 它 存 在 时 求 出 它 的 值 . 
(b) D1f 和 Day 在 0 点 存在 吗 ? 

(ec) f 在 0 点 可 微 吗 ? 

(d) 了 在 0 点 连续 吗 ? 

3. 对 于 如 下 定义 的 函数 / 重新 讨论 习题 2: 


> 

te) = a #0, 
f(0) =0. 

4. 对 于 下 列 函 数 f 重新 讨论 习题 2: 


{ 人 加 = a (#0, 


f(0) =0. 
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5. 对 函数 /(z,y) = |z| + ly, 重新 讨论 习题 2. 
6. 对 于 函数 f(z,y) = |zy|"/?, 重新 讨论 习题 2 
7. 对 下 列 函数 重新 讨论 习题 2: 


{ f= Br, #0 
f(0) =0. 
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本 节 我 们 将 得 出 判定 可 微 性 的 一 个 有 用 准则 . 我 们 知道 仅 从 偏 导数 的 存在 并 不 
能 推出 函数 的 可 微 性 . 然而 若 增加 这 些 偏 导数 连续 这 样 一 个 ( 较 宽 的 ) 附加 条 件 , 那 
么 可 微 性 就 能 得 到 保证 . 

我 们 从 回顾 一 元 函数 的 中 值 定理 开始 . 

定理 6.1( 中 值 定理 ) ”如 果 %: [a, 引 一 R 在 闭 区 间 {o, 的 每 一 点 连续 并 且 在 
开 区 间 (o,b 的 每 一 点 可 微 , 那么 在 开 区 间 (ob 中 存在 一 点 c 使 得 


4 一 ga) = P(e)(b — o). 口 


实际 上 , 我 们 最 常 在 当 4 是 在 包含 a, 的 一 个 开 区 间 上 为 连续 的 情况 下 使 用 
这 个 定理 . 当然 在 这 种 情况 下 , 4 是 在 [a, 如 上 连续 的 . 

定理 6.2 令 4 是 Rm 中 的 开 集 . 设 7 的 分 量 函数 的 偏 导数 Dj/(z) 在 4 
的 每 一 点 = 处 都 存在 并 且 在 4 上 连续 . 那么 f 在 4 的 每 一 点 可 微 . 

满足 本 定理 假设 条 件 的 函数 常 被 称 作 在 A 上 连续 可 微 的 或 者 称 为 C1 类 的 . 

证 明 ”鉴于 定理 5.4, 只 需 证 明 f 的 每 个 分 量 函数 是 可 徽 的 ， 因 此 , 我 们 可 以 
仅 限于 考虑 实 值 函数 / : 4 一 R 的 情况 . 

令 a 是 4 的 一 点 , 并 且 对 某 个 <, 偏 导数 D,f(z) 对 于 lz - al < < 存在 且 连 
续 . 我 们 要 证 明 f 在 a 点 是 可 微 的 . 

第 一 步 . 令 h 是 Rm 中 适合 0 < |h| < e 的 一 点 , 令 hu,… ,hm 是 h 的 分 量 . 
考虑 Rm 的 如 下 点 列 : 


po=a, 
Pi=a+he, 
Pa = + he + h2ez, 


Pm =Q+helt+.…+hmem = a+h. 
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所 有 点 p, 都 属于 以 a 中 心 以 内 | 半径 的 ( 闭 ) 立方 体 C. 图 6.1 说 明了 当 m = 3 
县 所 有 hh, 都 有 正 值 的 情况 . 


图 6.1 


因为 我 们 所 关注 的 是 f 的 可 微 性 , 因而 必须 讨论 差 f(a +h) -f(a). 开始 我 们 
将 这 个 差 写 为 下 列 形式 : 


四 Ja+ 月 -Ja= 关 Up)- fp, 让 


考虑 此 和 式 中 的 一 般 项 . 令 j 固定 并 且 定义 
gb = f(py-1 + tey). 


暂且 假定 hy 关 0. 当 t 遍历 从 0 和 忆 为 端点 的 闭 区 间 了 时, 则 点 pj + te) 遍历 
从 pj-1 到 的 线段, 这 个 线段 位 于 C 中 , 因而 在 4 中 . 于 是 6 对 包含 了 的 一 个 
开 区 间 内 的 + 有 定义 . 

当 上 变化 时 , 只 有 p,_1 + te 的 第 ; 个 分 量变 化 . 从 而 因 D,f 在 4 的 每 一 点 
存在 , 所 以 6 在 包含 了 的 一 个 开 区 间 上 是 可 微 的 . 将 中 值 定理 应 用 于 4 则 推出 


hi) — $0) = Hes)h, 


对 于 0 和 ,之 间 的 某 个 o) 成 立 . (无 论 h; 是 正 的 还 是 负 的 , 这 种 论证 皆 适 应 . ) 可 
以 将 这 个 等 式 写 成 下 列 形式 : 


人 f(p) -fp = D,f(q)hy, 
其 中 g, 是 从 p,， 到 p, 的 线段 中 的 点 p,_1 + yey, 该 点 位 于 C 内 
上 面 我 们 是 在 hy 关 0 的 假设 下 导出 (**) 式 的 . 车 加 = 0, 则 (s+) 式 对 C 中 


的 任意 点 q, 均 自动 成 立 . 
利用 (**) 式 将 (*) 式 写成 下 列 形式 


(时 fla+h)— f(a) = DD,f(q)h,, 
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其 中 每 个 g, 均 位 于 从 a 为 中 心 从 |h| 为 半径 的 立方 体 C 内 . 
第 二 步 . 完成 定理 的 证 明 . 令 B 为 矩阵 


B= [Dif(a).… Dmf(o). 
那么 
B-h=)D,f(o)h,. 


后 
用 (* * +) 式 得 出 


flath) -f(a) -Bh _ pb [Df(q) — Df(o)lh, 
Ih| ~ Ih| ” 


Et 
然后 令 h 一 0， 因 为 9) 位 于 以 a 为 中 心 以 |h| 为 半径 的 立方 体 C 内 , 因而 有 
gy 一 4a. 由 于 / 的 偏 导数 在 a 点 连续 , 所 以 括号 内 的 因子 全 都 趋 于 零 ， 当 然 因子 
hy/|h| 的 绝对 值 具有 上 界 1, 因而 如 所 期 望 的 那样 , 整个 表达 式 趋 于 零 . 口 

该 定理 的 作用 之 一 是 使 我 们 相信 从 微 积分 中 所 热 悉 的 函数 确实 是 可 微 的 ， 我 
们 已 经 知道 如 何 计算 像 sin(zy) 和 zy? + zezy 这 样 一 些 函数 的 偏 导数 并 且 知 道 这 些 
偏 导数 是 连续 的 , 因此 这 些 函 数 是 可 微 的 . 

实际 上 , 我 们 通常 仅仅 论 及 C1 类 函数 . 然而 有 趣 的 是 确实 存在 着 可 微 但 不 是 
C1 类 的 函数 , 这 种 函数 十 分 罕见 , 因而 不 必 关心 它们 . 

假设 / 是 将 Rm 的 开 集 4 映 入 R" 中 的 函数 , 并 设 f 的 各 分 量 函 数 的 偏 导数 
D,f 在 A 上 存在 . 那么 这 些 偏 导数 是 从 4 到 R 的 函数 而 且 又 可 以 考虑 它们 的 偏 
导数 , 它们 具有 Dk(D, 玉 ) 的 形式 并 且 称 为 7 的 二 阶 偏 导数 . 类 似 地 定义 各 函数 扩 
的 三 阶 偏 导数 , 或 者 更 一 般 地 考虑 任意 > 阶 的 偏 导数 . 

如 果 各 函数 大 的 < r 阶 的 偏 导数 是 在 4 上 连续 的 , 则 称 f 在 4 上 为 Cr 的 . 
那么 函数 在 4 上 是 Cr 的 当 且 仅 当 每 个 函数 D,f, 在 A 上 是 Cr-: 类 的 . 如 果 
各 分 量 函数 f, 的 所 有 阶 偏 导数 都 是 在 4 上 连续 的 , 则 称 f 在 4 上 是 Cee 的 . 

也 许 你 还 记得 , 对 大 多 数 函 数 而 言 , 混合 偏 导 数 DD,f, 和 D, Df, 是 相等 的 . 
事实 上 , 正如 我 们 马上 将 证 明 的 那样 , 此 结果 在 函数 f 属于 C? 类 的 假设 下 成 立 . 

定理 6.3 ” 令 4 是 Rm 中 的 开 集 且 / : 4 一 及 是 一 个 C? 类 的 函数 . 那么 对 
于 每 个 ae 4, 均 有 下 式 成 立 : 


DeDif(a) = D, Dkf(a). 


证 明 ”因为 在 计算 所 述 偏 导数 时 , 除 zk 和 zi 之 外 , 令 其 他 所 有 变量 保持 
为 常数 ， 故 只 需 考虑 f 为 二 元 函数 的 情况 即 可 . 因而 假设 4 是 R2 中 的 开 集 且 
f :4 一 BR2 为 C? 类 的 . 
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第 一 步 . 首先 证 明 f 的 一 个 “二 阶 ”中 值 定理 . 令 
Q@=[wa+ 问 x 节 b+ 对 
是 一 个 包含 在 4 中 矩形 . 定义 
Ai 有) = f(ab) — f(at+hbd) — f(ab+k) + f(a+h,b+k). 


那么 人 是 了 在 Q 的 四 个 顶点 处 的 值 并 研 以 适当 符号 而 构成 的 代数 和 , 参看 图 6.2. 
我 们 将 证 明 存在 Q 的 两 点 p 和 9 使 得 下 列 两 式 成 立 : 

Ah,k) = Da Dif (p) * hk, 

Mh, k) = D1D2f(q) * hk. 


图 6.2 
由 对 称 性 , 只 需 证 明 这 两 个 等 式 中 的 第 一 个 即 可 . 为 此 , 先 定义 


G(s) = f(s,b + k) — f(s,b). 


那么 可 以 验证 g(a + 月 -bp(a) = 和 (h,). 因为 Diy 在 4 中 存在 , 所 以 函数 4 在 包 
会 wa+ 门 的 一 个 开 区 间 内 是 可 微 的 . 中 值 定义 蕴涵 着 


Hat+h) -Go) = (0)-h 
对 于 a 和 a +h 之 间 的 某 个 so 成 立 . 这 个 等 式 又 可 以 写成 下 列 形式 
人 Xk) = [Daf(s0,5+A) — Dif(s0d)] -hh 


让 so 固定 来 考 滤 函 数 D1f(so,t). 因为 DD1f 在 4 中 存在 , 所 以 这 个 函数 在 
包含 [b,5b 二 对 的 一 个 开 区 间 内 对 t 是 可 微 的 . 再 次 利用 中 值 定理 得 出 


(0*) Dif(s0,b+k)— Dif(so0,b) = D2Dif(so, to)*k 
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对 5 和 b+ 之 间 的 某 个 to 成 立 . 联合 (*) 式 和 (++) 式 则 给 出 我 们 所 期 望 的 结果 . 
第 二 步 . 完成 定理 的 证 明 . 给 定 4 的 一 点 a = (0,) 且 给 定 + > 0, 令 Q, 为 下 
列 拭 形 
Q: = [a,a+t] x lb,b+d. 
车 + 充分 小 , 则 Qt 包含 在 4 中 ; 那么 第 一 步 的 结果 蕴涵 着 
Mt) = D2D1f(p) - 刀 


对 Qt 中 的 某 个 点 ps 成 立 . 若 令 一 0, 则 p, 一 a. 因为 DaDiy 是 连续 的 , 故 由 此 
可 知 , 当 t 一 0 时 
M/E = DaDi f(a). 


利用 第 一 步 中 的 另 一 个 等 式 , 则 由 类 似 的 论证 可 知 . 当 t 一 0 时 
Xt,t) /2 一 DiDaf(a). 


于 是 定理 得 证 . 
习 是 
1. 证 明 函数 f(z,y) = |zyl 在 0 点 可 微 , 但 在 0 点 的 任何 邻 域内 都 不 是 C! 类 的 . 


2. 定义 f:R 一 民 为 
{ {0 =esin (1), +#0, 
f(0) =0. 
(a) 证 明 了 在 0 点 可 微 并 计算 1"(0). 
(b) 着 tx0, 计算 f(t). 
(ec) 证 明 /在 t= 0 点 不 是 连续 的 . 
(d) 断定 /在 R 上 是 可 微 的 但 不 是 C1! 类 的 . 
3， 证明， 如 果 只 是 假定 各 偏 导数 D,/ 在 a 点 的 一 个 邻 域 中 存在 并 且 在 a 点 是 连续 的 ， 
那么 定理 6.2 的 证 明 仍然 有 效 . 
4 证明: 如 果 A C R",f: 4 一 R 而 且 各 偏 导数 D,f 在 a 点 的 一 个 邻 域内 存在 且 有 
界 , 那么 /在 a 点 是 连续 的 . 
5. 令 f:R? 一 R? 由 下 式 定义 
J(r,0) = (reosb,r sind), 


并 称 之 为 极 坐标 变换 . 

(a) 计算 Df 和 det DJ. 

(b) 画 出 集合 S = [1,2] x [0,] 在 了 下 的 象 的 草图 . | 提示 : 求 出 界定 5 的 线段 在 了 下 的 
象 .j 
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6. 对 由 下 式 给 出 的 函数 f : R? 一 R? 重 做 习题 5: 
f(z,y) = (2 —¥,22y)- 
取 S 为 下 列 集合 
S={(rWe +y <a,r20,y>0). 

(提示 : 通过 置 = = acost 和 y = asint 将 S 的 部 分 边界 参数 化 ; 求 出 该 曲线 的 象 , 对 于 5S 的 
其 余 边界 类 似 地 进行 . ] 

我 们 指出 , 如 果 按 通常 的 方式 将 复 平 面 C 与 R? 等 同 , 则 7 恰好 是 函数 f(z) = z2. 

7. 对 由 

f(z,y) = (e” cosy, e” siny) 

给 出 的 函数 / : R? 一 R? 重 做 习题 5. 取 集 合 5 = [0, 1] x [0,7]. 

我 们 指出 , 若 像 通常 那样 将 C 与 R? 等 同 , 那么 /就 是 函数 f(z) = e*. 

8. 对 由 下 式 给 出 的 函数 了 : Rs 一 R3 重 做 习题 


f(p,9,0) = (peos Osin p, psin Osin y, peosp), 
此 式 称 为 球 坐 标 变换 . 取 5 为 集合 
S=[1,2) x bo, 引 x le, 引 : 
9. 令 g:R 一 R 是 一 个 C? 类 的 函数 . 证 明 
加 ge+h) 2 +9(a—h) _ go). 
[提示 : 在 f(z,y) = g(z + 的 情况 下 考虑 定理 6.3 的 第 一 步 . ] 
"10. 将 1:R? 一 R2 定义 为 
2 
{ f= HE, #0, 
flo)=0. 


(a) 证 明 Dif 和 Day 在 0 点 存在 . 

(b) 在 (z,y) 关 0 处 计算 Df 和 Daf. 

(0) 证 明 f 在 R? 上 是 C! 类 的 . | 提示 : 证 明 Dif(z,y) 等 于 y 与 一 个 有 界 函 数 的 积 ; 而 
Daf(z,y) 等 于 z 与 一 个 有 界 函数 之 积 . ] 

(qd) 证 明 DaD1f 和 DiDay 在 0 点 存在 但 不 相等 
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本 节 我 们 将 证 明 两 个 可 微 函数 的 复合 是 可 微 的 , 并 且 推出 它 的 求 导 公式 . 该 公 
式 通 常 称 为 “ 链 规则 ”. 
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定理 7.1 令 4cCR"m,BcR", 再 令 /:4A 一 R",g:B 一 Rr, 并 且 /(4)cB. 
设 f(a) =b. 如 果 了 在 a 点 是 可 微 的 并 且 9 在 b 点 是 可 微 的 . 那么 复合 函数 go 了 
在 a 点 是 可 微 的 . 而 且 有 


Dlgo f)(a) = Do( .Drf(o). 


上 式 右边 的 积 为 矩阵 的 乘积 . 

虽然 链 规则 的 这 种 形式 也 许 看 上 去 有 点 怪 , 但 实际 上 它 只 不 过 是 微 积分 中 所 熟 
悉 的 链 规 则 的 一 种 新 形式 ， 读 者 可 以 通过 用 偏 导 数 写 出 这 个 公式 从 而 使 自己 确信 
这 个 事实 , 后 面 我 们 将 回 过 头 来 作 这 件 事 . 

证 明 ”为 了 方便 , 令 = 表示 Rm 中 的 一 般 点 , 而 y 表示 Rn 中 的 一 般 点 . 

由 假设 , g 在 6 的 一 个 邻 域 中 有 定义 . 选取 < 使 得 g(y) 对 ly - 6b| < < 有 定 
义 . 类 似 地 , 由 于 f 在 a 点 的 一 个 邻 域内 有 定义 并 且 在 a 点 连续 , 因而 可 以 选取 
5 使 得 f(z) 对 lz - al < 5 有 定义 并 且 满足 条 件 |f(z) - b < 5、 那 么 复合 函数 
(go 人 )(z) =g(f(z)) 对 lz 一 al <5 有 定义 . 参看 图 7.1. 


[一 


zeR™ 


ve at 
图 7.1 
第 一 步 . 始终 令 A(h) 表示 函数 
An) = f(a+h)— f(a), 


这 个 函数 对 |h| < 5 有 定义 . 首先 证 明 |A(h)|/|h| 对 在 0 点 的 某 个 去 心 邻 域 中 的 h 
是 有 和 界 的 . 
为 此 引进 一 个 如 下 定义 的 函数 FF(h): 


F(h) = 二 0<Ihl <6, 
F(0) =0. 
因为 / 在 a 点 是 可 微 的 , 所 以 在 0 点 是 连续 的 . 而 且 等 式 


(人 A(h) = Df(a) -hh+ Ih|F(h) 
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对 于 0< |h| <5 成 立 ; 并 且 对 hh=0 也 平凡 地 成 立 . 三 角形 不 等 式 蕴涵 着 
IA(R)| < mlDf(a) ll + Ihl|F(A). 


由 于 |F(h)| 对 于 0 点 的 一 个 邻 域 中 的 h 是 有 界 的 , 实际 上 当 h 趋 于 0 时 它 
趋 于 0, 因此 |A(h)|/|h| 在 0 点 的 一 个 去 心 邻 域 中 是 有 界 的 . 
第 二 步 . 对 于 函数 9 重复 第 一 步 中 的 构造 过 程 . 定义 函数 G(k) 如 下 : 
Gk) = A+R gb) — Dolb) kk <e, 
四 1 ” 
{ G(0) = 0. 
因为 9 在 b 点 是 可 微 的 , 因而 函数 G 在 0 点 是 连续 的 . 而 且 对 于 |k| < e, G 满足 
下 列 等 式 


(+*) gl(b+k)— g(b) = Dg(b) .天 十 |k| G(k). 


第 三 步 . 完成 定理 的 证 明 . 令 h 是 Rm 中 满足 |h| < 5 的 任何 点 . 那么 |A(h)| < 
&. 因而 可 以 用 A(h) 代替 公式 (**) 中 的 大 . 经 此 代 换 之 后 , b+ 大 变 成 


b+A(h)= f(a) + A(h) = f(a+h), 
因而 公式 (**) 变 成 下 列 形式 
g(f(a +h)) — g(f(a)) = Dg(b): A(h) + IAh| G(A(A)). 
现在 利用 (*) 式 将 此 式 写成 下 列 形式 


南 lg(f(a+h)) — g(f(a)) — Dg(b): Df(a) :Ah] 
=Dg(b) : F(h)+ 商 IsODIG(AC) 

这 个 等 式 对 于 0 < |h| < 5 成 立 . 为 了 证 明 go 在 a 点 可 微 并 且 导 数 是 Dg(b) 
Df(a), 只 需 证 明 当 h 趋 于 0 时 这 个 等 式 的 右边 趋 于 0 即 可 . 

矩阵 Dg(b) 为 常数 矩阵 , 而 当 h 一 0 时 天 (h) 一 0( 因 为 恶 在 0 点 是 连续 的 并 
且 在 该 点 的 值 为 零 ), 当 h 一 0 时 因子 G(A(h)) 也 趋 于 零 , 因为 它 是 两 个 函数 G 与 
A 的 复合 , 而 且 两 者 都 在 0 点 连续 并 且 取 值 为 零 . 最 后 , 由 第 一 步 , |A(h)|/Ih| 在 0 
点 的 一 个 去 心 邻 域内 有 界 . 于 是 定理 成 立 . 口 

该 定理 有 一 个 直接 推论 如 下 : 

推论 7.2 邻 4 是 Rm 中 的 开 集 而 B 是 Rn 中 的 开 集 ， 令 了 : 4 一 Rn， 
9:B 一 BR?, 并 且 f(4) c B. 如 果 了 和 9 是 Cr 类 的 , 那么 复合 函数 gof 也 是 
Cr 的 . 
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证 明 ”由 链 规则 给 出 下 列 公式 
Dlg°o f)(z) = Dg(f(z)) Df(z), 


此 式 对 于 =e 4 成 立 . 

先 设 f 和 9g 是 C: 类 的 函数 , 那么 Dg 的 元 素 都 是 在 B 上 定义 的 连续 实 值 函 
数 . 因为 1 在 4 上 是 连续 的 , 所 以 复合 函数 Dg(f(z)) 也 是 在 4 上 连续 的 . 类 似 
地 . 矩阵 Df(z) 的 元 素 是 在 4 上 是 连续 的 . 因为 积 矩 阵 的 元 素 是 因子 矩阵 的 元 素 
的 代数 函数 , 所 以 积 矩 阵 Dg(f(z)) . Df(z) 的 元 素 也 是 在 A 上 连续 的 . 于 是 go 
在 A 上 是 C! 类 的 . 

为 了 证 明 一 般 情况 , 我 们 使 用 数学 归纳 法 ， 假 设 定理 对 于 C"-! 类 函数 成 立 . 
令 f 和 g 是 Cr 类 的 函数 . 那么 Dg 的 元 素 是 8 上 的 C"-! 类 实 值 函数 . 由 于 f 在 
4 上 是 C"-: 类 的 (实际 为 C" 类 的 ), 因此 归纳 假设 蕴涵 着 各 函数 D,g,(f(z)) 作为 
两 个 C"-! 函数 的 复合 , 自然 是 C"! 类 的 . 因为 由 假设 , 矩阵 Df(z) 的 元 素 在 4 
上 也 是 C"-: 类 的 , 所 以 积 矩 阵 Df(f(z)) . DJ(z) 的 元 素 是 4 上 的 C"-! 类 函数 ， 
因此 正如 所 期 望 的 那样 , go f 在 A 上 是 Cr 类 的 . 

定理 对 有 限 的 r 已 成 立 . 于 是 车 了 和 9 都 是 C 的 , 那么 对 一 切 7， 宝生 
Cr 的 . 由 此 gey 对 一 切 r 也 都 是 Cr 的 . 

作为 链 规则 的 另 一 个 应 用 , 我 们 把 一 元 函数 的 中 值 定理 推广 到 在 Rm 中 省 册 
的 实 值 函 数 . 在 下 一 节 我 们 将 用 到 这 个 定理 . 

定理 7.3( 中 值 定理 ) 令 A 是 R" 中 的 开 集 且 了 :4 一 RR 在 A 上 是 可 微 的 . 如 
果 A4 包 含 以 a 和 a+h 为 端点 的 线段 , 那么 在 该 线段 上 存在 一 点 c= a+toh (0 < 
如 < 1) 使 得 

fla+h)— f(a) = Df(c):h. 


证 明 置 p(t) = f(a+ 二 ), 那么 % 在 包含 [0,1] 的 一 个 开 区 间 中 有 定义 . 作为 
可 微 函数 的 复合 , % 是 可 微 的 , 其 导数 由 下 列 公式 给 出 


lt) = Df(a+th)-h. 


平常 的 中 值 定理 蔓 涵 着 
AD 一 wo) = H(t0) .1 
对 于 适合 0 < to < 1 的 某 个 t 成 立 . 这 个 等 式 可 以 写成 下 列 形式 
flath) ~ f(a) = Df(a+th)-h. oO 


作为 链 规则 的 又 一 个 应 用 , 我 们 来 考虑 反 函 数 的 微分 问题 . 
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先 回忆 一 元 分 析 中 的 情况 . 假设 wz) 在 某 个 开 区 间 上 可 微 , 并 且 在 该 区 间 上 
9'(z) > 0. 那么 % 是 严格 递增 的 并 且 具 有 反 函 数 wy, 它 是 通过 置 y(y) 是 唯一 使 得 
9(z) = 3 的 数 z 而 定义 的 . 实际 上 函数 % 是 可 微 的 并 且 其 导数 满足 等 式 

et 
Vy)= wy 
其 中 y= tp(z). 

其 实 对 于 可 微 一 个 多 元 函数 f 的 反 函 数 也 有 类 似 的 公式 . 在 本 节 中 , 我 们 暂 不 
考虑 函数 f 是 否 可 逆 以 及 反 函 数 是 否 可 微 的 问题 , 而 仅仅 考虑 如 何 求 反 函数 的 导 
数 问题 . 

定理 7.4 令 4 是 R" 中 的 开 集 , f :一 R" 且 f(a) =b. 设 g 将 5 点 的 一 个 
邻 域 映 入 Rn 中 并 且 使 g(b) = a 而 且 


g(f(z)) = 卫 


对 于 a 点 的 一 个 邻 域 中 的 所 有 z 成 立 . 如 果 f 在 a 点 是 可 微 的 并 且 9 在 b 点 是 
可 微 的 , 那么 
Do(o = [DJ/(aj]-:. 
证 明令 i: Rn 一 R" 是 恒 等 映 射 , 其 导数 为 单位 矩阵 [,. 那么 
g(f(z)) = i(z) 
对 a 点 的 一 个 邻 域 中 的 所 有 z 成 立 . 链 规则 蕴涵 着 
De. Df(a) = In. 


因而 Dg(b) 是 Df(a) 的 逆 和 矩阵 (参看 定理 2.5). 口 

上 面 的 定理 蕴涵 着 : 如 果 一 个 可 微 函 数 f 有 可 微 的 反 函 数 , 则 矩阵 Df 必然 是 
非 奇异 的 . 令 人 惊奇 的 是 这 个 条 件 对 于 C1 函数 可 逆 也 是 充分 的 , 至 少 局 部 是 这 样 . 
我 们 将 在 下 一 节 证 明 这 个 事实 . 

评注 ”让 我 们 对 记号 作 一 点 说 明 . 对 于 恰当 选取 的 记号 的 作用 几乎 是 无 论 怎 
么 强调 都 不 过 分 . 一 旦 选择 了 恰当 的 符号 , 一 些 模糊 费解 的 论证 和 复杂 的 公式 时 常 
会 变 得 优美 而 简洁 . 用 矩阵 表示 导数 就 是 一 个 恰当 的 例子 . 复合 函数 和 反 函数 的 求 
导 公 式 几 乎 是 再 简单 不 过 了 . 

然而 , 对 于 那些 还 记得 在 微 积分 中 使 用 的 偏 导数 记号 和 在 那里 证 明 的 链 规则 形 
式 的 读者 而 言 , 一句 话 便 可 了 然 . 

在 高 等 数学 中 通常 用 泛 函 记号 yy 或 算 子 记号 D6 表示 一 元 实 函 数 的 导数 . (在 
这 种 情况 下 , D6 表示 一 个 1 x 1 矩阵 !) 然而 在 微 积分 中 另 一 种 记号 是 通用 的 , 人 
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们 常用 符号 dp/dz 表示 V(x), 或 者 通过 置 y = p(z) 引入 变量 y 而 用 dy/dz 表示 . 
这 种 记号 是 由 微 积分 的 创始 人 之 一 Leibnitz 引进 的 . 它 是 在 一 切 数学 和 物理 问题 
关注 的 焦点 在 于 所 考虑 的 变量 而 函数 本 却 很 少 被 考虑 的 时 代 背 景 下 产生 的 

Leibnitz 所 引进 的 记号 具有 一 些 熟 知 的 优点 . 一 方面, 它 使 链 规则 容易 记忆 . 给 
定 函 数 %: R 一 及 和 :有一 及 , 则 复合 函数 %od 的 导数 由 下 列 公式 给 出 : 


Dog)(z) = Dy(¢(z)) - Do(z). 


着 通过 置 y = 4(z) 和 z = w(y), 那么 复合 函数 z = y%(d(z)) 的 导数 可 用 Leibnitz 的 
符号 表示 成 


这 后 一 公式 便于 记忆 , 因为 它 看 起 来 很 像 分 数 的 乘法 公式 . 然而 这 个 符号 具有 歧义 
性 , 字母 “z” 当 它 出 现在 等 式 左边 时 , 它 表示 z 的 一 个 函数 , 而 当 其 出 现在 等 式 右 
边 时 则 表示 y 的 一 个 函数 . 在 计算 高 阶 导数 时 将 会 导致 困难 , 除非 你 特别 小 心 . 

反 函 数 的 求 导 公式 也 容易 记忆 . 如 果 y = p(z) 有 反 函 数 z = p(y), 那么 的 
导数 用 Leibnitz 符号 表示 为 


1 
/dy = 而 匡 ， 


这 看 上 去 像 分 数 的 倒数 公式 . 
Leibnitz 记号 容易 推广 到 多 元 函数 . 若 AC Rn,f : 4 一 R, 置 


y= f(z) = f(z1,… ,zm), 
并 将 偏 导数 D,f 记 为 
1 或 到 
Or Oz, 
在 这 种 情况 下 , Leibnitz 的 记号 远 非 那么 方便 . 例如 , 考虑 链 规则 , 若 
J:Rm 一 R"，9g:Rn 一 及 
那么 复合 函数 = goy 将 Rm 映射 到 R 中 , 并 且 其 导数 由 下 列 公式 给 出 : 
(*) DF(z) = Dg(f(z)). Df(z), 
它 可 以 用 分 量 写成 下 列 形式 
[D1F(z)… Dn F(z)] 


Difi(z) … Dmfi(z) 
= [Dig(f(z))-… Dng(/(z)) ; 


Difn(z) …” Dnfn(z) 
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因而 求 F 的 第 j 个 偏 导数 的 公式 由 下 式 给 出 : 
DjF(z) = > Drg(f (2)D;fr(z). 


k=1 


车 通过 置 y = g(z),z = g(y) 改变 变量 的 记号 , 那么 这 个 等 式 就 变 为 


更 容易 记忆 . 但 肯定 不 能 像 一 元 函数 那样 单 赁 记忆 分 数 乘法 而 得 到 8z/8z, 的 公式 . 
反 函 数 的 求 导 公式 甚至 更 麻烦 些 . 设 了 : R? 一 R? 是 可 微 的 并 且 有 可 微 的 反 
函数 g. 那么 9 的 导数 由 下 列 公式 给 出 


Dgl(y) = [Df(z)]™, 
其 中 y = f(z). 按 Leibnitz 记号 , 该 公式 呈 下 列 形式 
au/aw Bri/ ] [ Bu/az Bo/8m | 


ra/ Or2/By Bya/8r， Oy2/0r2 


回忆 矩阵 的 求 逆 公式 可 以 狸 出 偏 导数 8z,/5w 远 非 想 象 的 那样 为 偏 导数 By;/Ozi 
的 倒数 ! 


习 题 
1 令 7: Rs 一 R? 满足 条 件 f(0) = (1,2) 和 
m0- [13 1] 
令 g:R? 一 R? 是 由 下 式 定义 的 函数 
gz,y) = (z+2y +1, 3ry). 
求 D(go )(0). 
2. 令 f:R? 一 Rs 和 g:R 一 R? 分 别 由 下 列 等 式 给 出 
f(z) = (Tt, 32 一 coszl, z+ z2 +2), 
gy) = (3m + 2y2 + 8,  — ys +1)- 
(a) 若 F(z) = g(f(z)), 求 DF(0). 提示 : 不 必 明 确 算出 F. ] 
(b) 车 G(y) = f(g(y)), 求 DG(O)- 
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3. 令 /:R? 一 R? 和 g:R? 一 R 是 可 微 的 , 令 政 :R? 一 及 由 下 式 定义 
F(z,y) = f(z,y,9(z,y)). 
(a) 用 f 和 9 的 偏 导数 求 出 DF. 
(b) 车 F(z,y) = 0 对 所 有 (z,y) 成 立 , 那么 用 f 的 偏 导数 求 出 Dig 和 D2g. 
4 令 g:R? 一 R? 有 等 式 g(z, = (z,y+z?) 定义 . 令 了 : R2 一 及 是 35 的 例 3 中 所 
定义 的 函数 . 令 hh = fog. 证 明 f 和 9 的 方向 导数 处 处 存在 , 但 存在 一 个 u 关 0 使 得 (0;u) 
不 存在 . 


§8. 反 函 数 定理 


令 4 是 R" 中 的 开 集 , 令 :4 一 R" 是 C1! 映射. 我 们 知道 要 使 / 有 可 微 的 
逆 映射 那么 /的 导数 Df(z) 必须 是 非 奇 异 的 . 现在 我 们 证 明 这 个 条 件 对 于 / 有 
可 微 逆 也 是 充分 的 , 至 少 局 部 如 此 . 这 一 结果 称 为 反 函 数 定理 . 

首先 证 明 Df 的 非 奇异 性 蕴涵 着 f 是 局 部 一 一 的 . 

引 理 8.1 令 4 是 Rr 中 的 开 集 , 令 7: 4 一 Rn 是 Cl 映射 . 如 果 Djf(a) 是 
非 奇异 的 , 那么 存在 一 个 a > 0 使 得 不 等 式 


lf(z0) — f(z1)| > alzo 一 zi 


对 于 以 a 为 中 心 的 某 个 开 立 方 体 C(a;e) 中 的 所 有 zo, zi 成 立 . 由 此 可 知 f 在 这 
个 开 立 方 体 上 是 一 一 的 . 

证 明 令 已 = Df(a), 那么 已 是 非 奇 异 的 . 首先 考虑 将 = 映射 为 已 . z 的 线 
性 变换 . 做 计算 


leo—z1l=|E (Ezo—E.z)| <nlE .|E. zo E.zl. 
着 置 2a = 1/n|E-! 那么 对 R" 中 的 所 有 zo,zi, 均 有 
lB:z0—E:z|> 2alzo— zil. 
现在 来 证 明 引 理 . 考虑 函数 
H(z)=f(z)—E.z. 


那么 DH(z) = Df(z) 一 已, 因而 DH(a) = 0. 因为 1 是 Ci 的 , 故 可 选取 e >0 使 
得 |DH(z)| < a/n 对 于 开 立 方 体 C = C(a;e) 中 的 z 成 立 . 将 中 值 定理 应 用 于 万 
的 第 i 个 分 量 函数 可 知 , 给 定 zo,z1 < C, 则 存在 一 个 ce C 使 得 
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| 本 (zo) — Hi(z1)| = IDH,(0) (zo — 21)| < n(a/n)lzo — zil. 
那么 对 于 zo,z1e C, 则 有 


alzo 一 zi| >IH(z0)— H(z)|=|f(z0)—E:zo—f(z1)+E.zl 
> | 巴 :ml 一 已 ,zol 一 lf(cD - flzo)l 
> 2alzi — zol — |f (21) — f(zo). 


从 而 引 理 成 立 . 口 
现在 来 证 明 在 f 是 一 一 的 情况 下 , Df 的 非 奇异 性 蕴涵 着 反 函数 是 可 微 的 . 
定理 8.2 令 4 是 R" 中 的 开 集 而 f :4 一 R" 为 Cr 映射 且 B= f(4). 若 

了 在 4 是 一 一 的 而 且 对 于 =e 4, Df(z) 是 非 奇 异 的 , 那么 集合 B 在 R" 中 是 开 的 

而 且 反 函 数 9 : 互 一 4 是 Cr 的 . 

证 明 ”第 一 步 . 先 证 明 下 列 基本 结果 : 如 果 % : 4 一 R 是 可 微 的 并 且 4 在 

zo Ee 4 处 有 局 部 极 小 值 , 那么 Dg(zo) = 0. 

我 们 说 少 在 zo 点 有 局 部 极 小 值 是 指 %(z) > 4(zo) 对 zo 的 一 个 邻 域 中 的 所 

有 z 成 立 . 那么 给 定 类 0, 则 


Gzo ttu) — Hz0) >0 


对 所 有 充分 小 的 上 成 立 . 因此 


Yen) = + des) 
当 t 通过 正 值 趋 于 0 时 是 非 负 的 ; 而 当 t 通过 负 值 趋 于 0 时 是 非 正 的 . 由 此 可 知 
(zo,u) =0. 特别 地 对 所 有 j, Dp(z0) = 0, 因而 Dp(z0) = 0. 

第 二 步 . 证 明 集合 B 是 R" 中 的 开 集 . 给 定 be B, 证 明 B 包含 以 5 为 中 心 的 
某 个 开 球 B(b; 5). 

首先 , 选取 一 个 包含 在 4 中 的 矩形 Q, 并 使 它 的 内 部 包含 4 的 点 a = /~1(b). 
集合 BdQ 是 紧 的 , 这 是 由 于 它 在 R" 中 是 闭 的 和 有 界 的 . 那么 集合 /(BdQ) 也 是 
紧 的 , 因而 在 R" 中 是 闭 的 和 有 界 的 . 因为 了 是 一 一 的 , 所 以 f(BdQ) 不 与 5b 相交 ; 
因为 f(BdQ@) 是 闵 的 , 从 而 可 以 选取 5 > 0 使 得 球 B(b;25) 不 与 (BdQ) 相交 . 给 
定 ce B(b;6), 我 们 证 明 c= f(z) 对 某 个 =e @ 成 立 . 那么 由 此 可 知 , 正如 所 期 望 
的 那样 , 集合 1(4) = B 包含 B(b;5) 的 每 一 个 点 , 参看 图 8.1. 


88。 反 函 数 定理 Rd 


ABdg) 


给 定 ce B(b;5), 考虑 实 值 函数 
gz) = 17(z) — cll?, 

它 是 Cr 类 的 . 因为 Q 是 紧 的 , 所 以 这 个 函数 在 8 上 有 极 小 值 ; 设 此 极 小 值 在 @ 
的 z 点 出 现 . 下 面 证 明 f(z) = c. 

由 于 少 在 a 点 的 值 为 

ga)= f(a) -cP =llb -cll < 

因而 在 Q 上 的 极 小 值 必定 小 于 62 由 此 可 知 , 该 极 小 值 不 可 能 在 BdQ 上 出 现 ， 
因为 车 =e BdQ, 那么 f(z) 点 在 球 B(b; 25) 之 外 , 因而 f(z) - cll > 5. 所 以 4 的 
极 小 值 在 IntQ 的 一 点 = 处 达到 . 

因为 > 是 @ 的 内 点 , 由 此 可 知 若 5 在 z 有 局 部 极 小 值 , 那么 由 第 一 步 , $ 的 
导数 在 = 点 的 值 为 零 . 因为 


Wz) = 》 (ktz) - cn)’, 
扣 


Delz) = > 72(fs(z) ~ ce) Di 大 (z). 


1 
那么 等 式 Dd(z) = 0 就 能 以 矩阵 形式 写成 
2[(fa(z) 一 ca) …(fn(z) 一 co“Df(z)= 0. 

由 假设 , Df/(z) 是 非 奇异 的 . 用 Df(z) 的 逆 右 乘 这 个 等 式 的 两 边 即 可 看 出 /(z) 一 
e= 0, 这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 

第 三 步 . 由 假设 函数 1 : 4 一 B 是 一 一 的 . 令 9 : B 一 4 为 其 反 函 数 . 我 们 要 
证 9 是 连续 的 . 

9 的 连续 性 等 价 于 : 对 于 4 的 每 个 开 集 U 均 有 Y = g-1(U) 在 B 中 是 开 的 . 
但 是 V = f(U) ,而且 由 于 集合 U 在 A 中 是 开 的 , 从 而 在 Rn 中 是 开 的 , 于 是 将 第 
二 步 应 用 于 集合 U 可 知 , Y 在 R" 中 是 开 的 , 因而 在 B 中 是 开 的 , 参 : 
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图 82 


有 趣 的 是 第 二 步 和 第 三 步 的 结果 在 不 假定 Df(z) 是 非 奇 异 的 , 甚至 不 假定 了 
是 可 微 的 情况 下 也 成 立 . 如 果 4 是 R" 中 的 开 集 并 且 了 : 4 一 R" 是 连续 的 和 一 
一 的 , 那么 f(4) 在 R" 中 是 开 的 并 且 反 函 数 9 是 连续 的 . 这 个 结果 称 为 Brouwer 
区 域 不 变性 定理 ; 它 的 证 明 需 要 代数 拓扑 的 工具 而 且 相 当 困难 , 我 们 证 明了 这 个 定 
理 的 可 微 形式 . 

第 四 步 . 给 定 be B, 证 明 9 在 b 点 是 可 微 的 

令 a 是 点 g(b), 并 且 令 已 = Df(a). 我 们 来 证 明 函数 
CG(k) = (b+k)— g(b) — E-!.k] 

|| 

对 大 在 0 点 的 一 个 去 心 邻 域 中 有 定义 而 且 当 大 趋 于 0 时 趋 于 0. 于 是 g 在 b 点 是 
可 微 的 并 且 导 数 是 已- 

对 于 0 点 附近 的 定义 


A(k) = g(b+ k) — g(b). 


首先 证 明 存在 一 个 < > 0 使 得 |A(k)|/|k| 对 于 0 < |k| < < 是 有 界 的 . (这 可 从 9 的 
可 微 性 得 出 , 但 9 的 可 微 性 正 是 我 们 试图 要 证 明 的 ! ) 由 上 面 的 引 理 , 存在 a 点 的 
一 个 邻 域 C 和 一 个 a > 0 使 得 


lf(zo) - f(z1)| > alzo — zil 


对 于 zo,z1 e C 成 立 . 因为 由 第 二 步 , f(c) 是 b 点 的 一 个 邻 域 , 故 可 选取 e 使 得 当 
Ik| <= 时 ,b+ 大 在 7(C) 中 . 那么 对 |R| <e 可 置 zo = 9(+ bj,zi = g(b), 并 将 上 
面 的 不 等 式 写 成 下 列 形式 


l(b+k)—b| > alg(b + k) — g(b)l, 


正如 我 们 所 期 望 的 那样 , 此 不 等 式 葡 涵 着 
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1/a > [A(R)I/Ik|. 


现在 来 证 明 当 上 一 0 时 G(k) 一 0. 令 0<|k|<a, 则 有 


G0= 的 (由 定义 ) 
_ pa1.[ k= BE:Ak) ]IA(K) 
=- [|] 暂 


(这 里 我 们 用 到 当 大 关 0 时 A(k) 六 0 这 一 事实 , 而 这 个 事实 可 从 9 是 一 一 的 得 出 .) 
由 于 -1! 为 常 值 , 所 以 |A(k)|/|k| 是 有 界 的 . 剩 下 要 证 明 的 是 括号 内 的 表达 式 趋 于 
零 . 有 


b+k= f(g(b + k)) = f(g(b) + A(k)) = f(a + A(k)), 


因而 括号 内 的 表达 式 等 于 


f(a+A(k) — f(a) — E.A(k) 
IA(K)| . 


令 上 一 0, 那么 也 有 A(k) 一 0, 因为 9 是 连续 的 . 因为 f 在 a 点 是 可 微 的 并 且 导 
数 为 , 所 以 如 所 期 望 的 那样 , 上 式 趋 于 零 . 

第 五 步 . 最 后 证 明 反 函数 g 是 Cr 类 的 . 

因为 9 是 可 微 的 , 所 以 定理 7.4 适 于 证 明 9 的 导数 由 下 式 给 出 


Dg(y) = [Df(9(y)]", yeB. 
于 是 函数 Dg 是 三 个 函数 的 复合 : 
BE,A2GLn) -GL(n), 


其 中 GL(n) 是 n x n 非 奇异 矩阵 的 集合 , 而 工 是 将 每 个 非 奇异 矩阵 映 为 其 逆 矩 阵 
的 映射 . 那么 了 是 由 一 个 包含 行列 式 的 特定 公式 给 出 的 . 实际 上 I(C) 的 元 素 是 C 
的 元 素 的 有 理 函 数 , 因而 它们 自身 是 C 的 元 素 的 C™~ 函数 . 

用 关于 r 的 归纳 法 . 假设 f 是 Ct 的 , 那么 Df 是 连续 的 . 因为 go。 和 了 也 是 
连续 的 (实际 上 , 9 是 可 微 的 而 1 是 Cs 的 ), 所 有 它们 的 复合 函数 Dg 也 是 连续 的 ， 
因此 9 是 C! 类 的 . 
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假设 定理 对 于 C"-! 类 函数 成 立 . 令 了 是 C" 的 . 那么 特别 地 , f 是 C7-: 的 ， 
因而 (由 归纳 假设 ) 反 函 数 9 是 C"! 的 . 此 外 , 函数 Df 是 C"-! 的 , 并 借助 于 推 
论 7.2 则 推出 复合 函数 Dg 是 C"! 的 , 那么 g 是 Cr 的 . 口 

最 后 , 我 们 来 证 明 反 函数 定理 . 

定理 8.3( 反 函数 定理 ) 令 4 是 R" 中 的 开 集 且 了 :4 一 Rn 是 Cr 的 , 若 
Df(z) 在 4 中 的 一 点 a 是 非 奇异 的 , 则 有 a 点 的 一 个 邻 域 U 使 得 了 把 U 一 一 地 
映射 到 Rn 中 的 一 个 开 集 V 上 并 且 反 函数 是 Cr 的 . 

证 明 ”由 引 理 8.1, 存在 a 点 的 一 个 邻 域 Uo 使 得 f 在 该 邻 域 上 是 一 一 的 . 
为 detDj(z) 是 = 的 连续 函数 且 detDf(a) 关 0, 所 以 存在 a 点 的 一 个 令 域 使 
得 detDf(z) #0 在 上 成 立 . 如 果 U 等 于 Uo 和 的 交 , 那么 上 面 定 理 的 假设 
对 f:U 一 Rn 满足 . 因而 定理 成 立 . 口 

这 个 定理 是 能 被 一 般 证 明 的 定理 中 最 强 的 一 个 . 虽然 Df 在 4 上 的 非 奇异 性 
蕴涵 着 f 在 4 的 每 一 点 处 是 局 部 一 一 的 , 但 却 不 能 蕴涵 在 整个 4 上 是 一 一 的 . 考 
虑 下 面 的 例子 : 

例 1 令 f:R? 一 R? 由 下 式 定义 


f(r,0) = (r cos0, rsind), 


Df(r,0) = 


eosg -rsing 
sing rcosg | 


因而 detDf(7,0) = r. 
令 4 是 (r,6) 平面 上 的 开 集 (0,1) x (0,5), 那么 Df 在 4 的 每 一 点 处 是 非 奇异 
的 . 然而 仅 当 5 < 2r 时 , 在 A 上 是 一 一 的 . 参看 图 8.3 和 图 8.4. 


0 
2 


图 8.3 
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1. 令 f:R? 一 R2 由 下 式 定义 
fe,y) = (2 ~ Yo,27y). 


(a) 证 明 /在 由 适合 = > 0 的 所 有 (z,y) 组 成 的 集合 4 上 是 一 一 的 ， | 提示 ， 如果 
f(z,y) = fo,b), 那么 If(z, Wl| = fo, DN 

(b) 已 = 7(4) 是 什么 样 的 集合 ? 

(e) 车 g 是 7 的 反 函 数 , 求 Dg(0,1). 

2. 令 1:R? 一 R? 由 下 式 定义 


f(x,y) = (e” cosy, e” siny). 


(a) 证 明 /在 由 适合 0 < y < 2r 的 所 有 (z,y) 组 成 的 集合 A 上 是 一 一 的 .| 提示 : 参看 
上 上 题 中 的 提示 . ] 

(b) B = f(A4) 是 什么 样 的 集合 ? 

(©) 车 g 为 其 反 函 数 , 求 Dg(0, 1). 

3. 令 f:R" 一 R" 是 由 f(s) = |jz|P.z 给 出 的 函数 . 证 明 f 是 C 的 并 且 将 单位 球 
B(0;1) 一 一 地 映射 到 其 自身 , 然而 其 逆 函 数 在 0 点 是 不 可 微 的 . 

4 令 9:R2 一 R2z 由 

g(z,y) = (2ye ze 
定义 , 而 令 1 : R? 一 R? 由 下 式 给 出 
Fay) = (3 -Yr+y, y+). 

(a) 证 明 存在 (0,1) 点 的 一 个 邻 域 使 得 9 将 该 邻 域 一 一 地 映射 到 (2,0) 点 的 一 个 邻 域 上 . 

(b) 求 D(f 9 一) 在 (2,0) 点 的 值 

5. 令 4 是 R" 中 的 开 集 , 令 f: 4 一 R" 是 C™ 的 . 设 对 于 = e A, Df(z) 是 非 奇异 的 . 
证 明 即 使 /在 A 上 不 是 一 一 的 , 集合 B= f(A) 在 R” 中 也 是 开 的 . 
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* 89. 隐 函 数 定理 


对 于 隐 式 函数 的 微分 问题 , 读者 可 能 在 微 积分 中 就 已 经 熟悉 . 下 面 是 一 个 典型 
的 例子 ， 

“ 设 方程 zy + 2emy = 0 决定 了 yy 作为 = 的 一 个 可 微 函数 求 dy/dz.” 

人 们 通过 “将 y 视 为 = 的 函数 " 并 对 z 求 导 来 解决 这 个 微分 问题, 于 是 得 到 下 
列 方程 2 

3z2y 十 zs +2ev(y+ z 开 ) =0. 

再 对 册 /dz 求解 这 个 方程. 导数 dy/dz 当然 是 关于 = 和 未 知 函数 y 的 表达 式 . 

对 任意 函数 / 的 情况 可 以 作 类 似 的 处 理 . 设 方程 f(z,y) = 0 决定 了 y 作为 = 
的 一 个 可 微 函数 , 比如 说 记 为 y = g(z), 那么 f(z,9(z)) = 0 就 是 一 个 恒等式 . 应 用 
链 规则 计算 得 

+ (8) =0, 
于 是 
/四 _a118z 
B71/6y" 

其 中 偏 导数 是 在 (z,g(z)) 点 取 值 的 .注意 到 此 解 中 包含 了 一 个 在 问题 的 陈述 中 未 
曾 给 出 的 假设 , 这 就 是 为 了 解 出 9(z) , 必须 假定 9118y 在 所 考虑 的 点 处 不 为 夫 . 

反之 , 87/8y 不 为 办 的 假设 对 于 解决 这 个 问题 实际 上 也 是 充分 的 . 即 如 果 函 数 
fa, 在 作为 方程 f(z,) = 0 的 解 的 一 点 (a,6) 处 具有 8778y 关 0 的 性 质 , 那么 
对 于 a 点 附近 的 zx, 这 个 方程 确实 决定 了 y 作为 > 的 一 个 函数 , 并 且 这 个 函数 是 可 
微 的 . 

该 结果 是 本 节 中 将 要 证 明 的 所 谓 隐 函 数 定理 的 一 种 特殊 情况 . 

隐 函 数 定理 的 一 般 情况 包含 一 个 方程 组 而 不 是 单个 方程 ， 我 们 试图 用 其 他 变 
量 表示 未 知 变量 来 求解 这 个 方程 组 . 特别 假定 了 : R*+" 一 Rn 是 一 个 C1 函数 . 于 
是 向 量 方 各 


f(z1, ，zktn) =0 


等 价 于 由 n 个 方程 组 成 的 包含 上 + m 个 未 知 量 的 标量 方程 组 . 我 们 期 望 能 够 通过 
任意 指派 上 个 未 知 量 的 值 并 用 这 些 未 知 量 解 出 其 他 未 知 量 . 还 希望 所 得 到 的 函数 
是 可 微 的 并 能 用 隐 函 数 微分 法 求 出 它们 的 导数 . 

现在 有 两 个 相互 独立 的 问题 . 其 一 是 求 这些 隐 函数 的 导数 , 假设 它们 存在 , 求 
解 这 个 问题 就 推广 了 刚才 给 出 的 关于 g'(z) 的 计算 ; 第 二 个 问题 是 (在 适当 条 件 下 ) 
证 明 隐 函 数 存在 并 且 可 微 . 
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为 了 以 方便 的 形式 进行 叙述 , 对 和 矩阵 Df 及 其 子 矩阵 引进 一 种 新 的 记 法 . 
定义 令 4 是 Rnm 的 开 集 是 7 了: 4 一 Rn 是 可 微 的 . 令 户 …' ,fn 是 了 的 分 
量 函 数 . 有 时 用 


_ Of ,fn) 
Df™ Br ne) 
表示 f 的 导数 , 有 时 缩写 为 
DT= 引 . 


更 一 般 地 , 使 用 记号 


表示 由 Df 的 第 Ph，… ,ix 行 和 第 族 ,… , 记 1 列 的 元 素 组 成 的 k x ! 矩阵 , 这 个 矩阵 
中 位 于 第 p 行 、 第 4 列 交汇 处 的 一 般 元 素 是 偏 导数 8/,,/8z),. 

现在 来 论述 隐 函 数 的 求 导 问题 . 假设 隐 函 数 存在 并 且 可 微 . 为 了 简单 起 见 , 假 
定 我 们 要 求解 由 n 个 方程 组 成 的 包含 上 + n 个 未 知 量 的 方程 组 , 并 且 用 前 个 未 
知 量 表示 后 n 个 未 知 量 . 

定理 9.1 令 4 是 Ret" 中 的 开 集 并 且 了 : 4 一 Rn 是 可 微 的 . 将 / 写成 
f(z,y) 的 形式 , 其 中 ze R*,y e R", 那么 Df 具有 下 列 形式 


[81 of 
zy=[ 芝 去 | 


假设 有 一 个 在 R* 中 的 开 集 B 上 定义 的 可 微 函 数 9 : B 一 R" 使 得 
f(z,9(2)) =0 
对 所 有 ze B 成 立 , 那么 对 ze 已 有 


Ero) + He,sle) :Doln) =0. 
这 个 方程 表 活着 : 如 果 ”xn 知 阵 8 在 (zg(z) 点 是 非 有 异 的 , 那么 


pots)=— [ 时 ese) | esta) 


注意 到 在 n = k= 1 的 情况 下 , 这 与 前 面 得 出 的 是 同一 个 求 导 公式 . 在 该 情况 下 所 
涉及 的 矩阵 为 1 x 1 矩阵 . 
证 明 给 定 g, 定 义 h:B 一 Rt+" 为 


h(z) = (z,9(z))- 
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定理 的 假设 冀 池 着 复合 函数 
H(s) = (h(a) = fe, 92) 
有 定义 并 且 对 所 有 z e 有 均等 于 零 于 是 链 规 则 将 活 着 
0 = DH(z) = DJ(h(z)).Dhtz) 
=[&oe 0] | 党 六 | 

= (2) + 中 oa) polo， 


这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 口 
由 上 述 定理 可 知 , 为 了 计算 Dg 就 必须 假定 矩阵 81/8y 是 非 奇异 的 . 现在 证 
明 8f/6w 的 非 奇 异性 足以 保证 了 函数 9 存在 并 且 是 可 微 的 . 
定理 9.2( 隐 函数 定理 ) 令 4 是 R*+" 中 的 开 集 上 且 了 :4 一 Rn 是 Cr 的 . 将 
了 写成 f(z,y), 其 中 zeR",yeRn". 设 (ab 是 4 的 一 点 使 得 f(a,b) = 
det 2 ce b) #0. 
那么 在 R* 中 存在 a 的 一 个 邻 域 和 唯一 的 一 个 连续 函数 9 : B 一 R" 使 得 g(a) = 
且 对 所 有 ze B， 
flz,g(z))=0. 
事实 上 ,9 是 Cr 的 . 
证 明 ”构造 一 个 函数 F, 并 且 可 以 对 它 应 用 反 函 数 定理 . 将 已 : 4 一 Rttn 定 
义 为 
F(z,y) = (z, f(z,y)). 
那么 下 将 R*t" 的 开 集 4 映 入 R* x Rn =R*+" 中 , 而 且 有 


I 
af/ar Bf/0y 


通过 重复 应 用 引 理 2.12 计算 detDF 而 得 到 det DF = det(8f/8y). 因而 DF 
在 (a,5b) 点 是 非 奇异 的 . 

由 于 F(a,6) = (a,0), 将 反 函 数 定理 应 用 于 映射 F. 可 以 断定 在 R*+" 中 存在 
一 个 包含 (a,b) 的 开 集 UxV (其 中 是 R* 中 的 开 集 而 Y 是 R" 中 的 开 集 ) 使 得 

(下 将 避 xY 一 一 地 映射 到 有 +” 中 的 一 个 包含 (a,0) 点 的 开 集 W 上 . 

(2) 反 函 数 G:W 一 UxV 是 Cr" 的 . 


oe-| 
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注意 到 因为 F(z,y) = (z,f(z,2), 故 有 
(z,y) = G(z, f(z,9)). 
因而 G 如 同 F 一 样 保持 前 k 个 坐标 不 变 . 于 是 可 将 G 写成 下 列 形式 
Gl(z,z) = (zx,h(z,2)), z ER*,zER", 


其 中 凡是 一 个 将 W 映 入 R" 中 的 Cr 函数 . 
令 是 a 点 在 R* 中 的 一 个 连通 邻 域 , 并 将 它 选取 得 充分 小 以 使 得 Bx0 包 
会 在 W 中 . 参看 图 9.1. 


Re Re 
(mm 可) 


图 9.1 
我 们 来 证 明 函数 9 : B 一 R" 的 存在 性 . 若 = e B, 则 (z,0) < W, 因而 有 


G(z,0)= (z,h(z,0)), 
(2,0)= F(z,h(z,0)) = (z, f(z, h(x,0))), 
0= f(z,h(z,0)). 


对 于 = e B, 置 g(z) = h(z,0), 则 如 所 期 望 的 那样 , g 满足 方程 flz,g(z)) = 0. 此 
外 ， 
(a,b) = G(a, 0) = (a, h(a, 0)), 


于 是 b= g(a), 这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 

现在 来 证 明 9 的 唯一 性 . 令 go : B 一 R" 是 满足 定理 条 件 的 一 个 连续 函数 . 那 
么 特别 地 , go 与 9 在 a 点 一 致 . 下 面 证 明 车 go 与 9 在 ao eB 一致 , 则 go 与 g 在 
ao 点 的 一 个 邻 域 Be 上 一 致 . 要 证 明 这 一 点 是 容易 的 . 映射 9 将 ao 映 入 V 中 . 因 
为 go 是 连续 的 , 所 以 ao 有 一 个 包含 在 B 中 的 邻 域 Bo 使 得 go 也 将 Bo 映 入 VV 
中 . 对 z € Bo, f(z,go(z)) = 0 的 事实 理 涵 着 


下 (z,g(z)) = (z,0)， 
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于 是 有 
(eg(z)) = G(z,0) = (z, h(z,0)). 


而 go 与 9 在 B 上 一 致 . 由 此 可 见 go 与 9 在 整个 B 上 一 致 : 正如 刚才 所 证 明 
的 那样 . B 中 满足 lg(z) 一 go(z)| = 0 的 点 的 集合 在 B 中 是 开 的 而 且 由 g 和 go 的 
连续 性 , B 中 满足 lo(z) 一 go(z)| > 0 的 点 的 集合 在 B 中 也 是 开 的 . 因为 B 是 连通 
的 , 所 以 后 一 集合 必 为 空 集 . 口 

在 隐 函 数 定理 的 证 明 中 , 特别 指定 对 于 后 n 个 坐标 来 求解 当然 是 无 关 紧要 的 ， 
这 样 选取 仅仅 是 为 了 叙述 上 的 方便 . 同样 的 论证 也 适用 于 求解 对 任何 坐标 用 其 他 坐 
标 来 表示 的 情况 . 

例如 , 设 4 是 Rs 中 的 开 集 且 f : 4 一 R? 是 一 个 Cr 类 的 函数 . 假设 我 们 想 
用 其 它 三 个 变量 表示 未 知 量 y 和 w 来 解 方程 f(z,y,z,u,v) = 0. 在 这 种 情况 下 , 隐 
函数 定理 告诉 我 们 , 若 a 是 4 的 一 点 使 得 f(a) = 0 并且 

Of 

Bly,u) 
那么 在 该 点 附近 可 以 局 部 地 解 出 y 和 u 比方 说 y = 9(z,z,v) 和 ~ = yz,zu). 此 
外 , $ 和 的 导数 满足 下 列 公式 


ob) [af | [of 
az,zo loly,u) Blz, 50)) 


例 1 令 /:R? 一 R 由 下 式 给 出 


det 


(a) #0, 


f(zy) = + 5, 


那么 点 (z,y) = (1,2) 满足 方程 f(z,y) = 0. 8f/8z 和 8f/8y 在 (1,2) 点 均 不 为 零 ， 
因而 可 以 局 部 地 解 出 这 个 方程 , 使 每 个 变量 都 可 以 用 另 一 个 变量 表 出 . 特别 地 , 可 
以 用 z 解 出 y 而 得 到 函数 


y=9(7) = 5— 5/2. 
注意 , 这 个 解 在 z = 1 的 一 个 邻 域内 不 是 唯一 的 , 除非 指定 9 是 连续 的 . 例如 函数 


{BS-2p, zs21, 
nn-{ 一 66 一 z3]12，z<1. 


满足 同样 的 条 件 , 但 它 不 是 连续 的 , 参看 图 9.2. 
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y= y=MD 
(12) (2) 


图 9.2 


例 2 令 f 是 例 1 中 的 函数 . 点 (z,y) = (V5,0) 也 满足 方程 f(z,y) = 0. 导数 
9f/6y 在 (V5,0) 点 为 零 , 因此 不 能 指望 在 该 点 附近 解 出 用 z 表示 y 的 表达 式 . 而 
且 实 际 上 不 存在 V5 的 邻 域 B 可 以 在 其 中 解 出 用 z 表示 y 的 表达 式 , 参看 图 9.3. 


450) 


图 9.3 
例 3 令 1:R2 一 R 由 下 式 给 出 
fz,y) = -pp. 


那么 (0,0) 是 方程 f(z,y) = 0 的 一 个 解 . 因为 8f/8wy 在 (0,0) 点 为 零 , 所 以 不 可 能 
在 (0, 0) 点 附近 用 z 表示 y 而 解 出 这 个 方程 . 但 实际 上 不 仅 可 以 解 , 而 且 解 是 唯一 
的 ! 然而 所 得 出 的 函数 在 z = 0 点 是 不 可 微 的 , 参看 图 9.4. 


图 94 
例 4 令 f:R? 一 R 由 下 式 给 出 


fry) = 2. 
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那么 (0, 0) 是 方程 f(z,y) = 0 的 一 个 解 . 因为 Bf/ay 在 (0, 0) 点 为 零 , 所 以 不 能 指 
望 在 (0, 0) 点 附近 用 z 解 出 y. 然而 实际 上 , 不 仅 可 以 解 而 且 用 这 种 方法 可 以 使 得 
到 的 函数 是 可 微 的 . 然而 解 却 不 是 唯一 的 . 


(12) 


图 9.5 


注意 到 点 (1, 2) 也 满足 方程 1(z,y) = 0. 因为 Bf/ay 在 (1, 2) 点 不 为 零 , 因 
而 可 以 在 z = 1 的 一 个 邻 域内 将 y 作为 z 的 连续 函数 从 这 个 方程 解 出 来 , 参看 图 
9.5. 实际 上 可 以 在 一 个 比 图 中 画 出 的 邻 域 更 大 的 邻 域 上 把 y 表示 成 > 的 连续 函数 . 
但 是 如 果 邻 域 足 够 大 , 那么 它 将 包含 0 点 . 于 是 在 这 个 更 大 的 邻 域 上 , 解 将 不 是 唯 
一 的 . 
习 题 
1. 令 f1:R3 一 R? 是 C! 类 函数 ,并 将 了 写成 f(y,y2,ys) 的 形式 . 设 1(3,-L2) = 0 


p19-|} 小 


(a) 证 明 有 一 个 在 R 中 的 开 集 B 上 定义 的 C! 函数 9 ; B 一 R? 使 得 


且 


f(z,n(z),92(z)) =0 

对 z EB 成 立 ,并 且 g(3) = (-1,2). 

(b) 求 Dg(3). 

(Q) 讨论 在 (3, -1,2) 点 附近 将 任意 两 个 未 知 量 用 第 三 个 来 表示 而 解 方程 f(z, ,ys) = 0 
的 问题 . 

2. 给 定 C' 类 函数 1 :RS 一 R?. 令 a 二 (1,2, 一 1,3,0); 假设 f(a) = 0 并 且 

所 和 二 入 
bro- 012 -4) 

(a) 证 明 有 一 个 在 Rs 的 开 集 B 上 定义 的 Cl 类 函数 g: B 一 R? 使 得 


f(z1,g1(7), 92(7), x2,73) =0 
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对 z = (z1,z2,z3) € B 成 立 , 并且 g(1,3,0) = (2, 一 1). 
(b) 求 Dg(1,3,0). 
(0) 讨论 在 a 点 附近 将 任意 两 个 未 知 量 用 其 他 未 知 量 表示 而 解 方程 f(z) = 0 的 问题 . 
3. 令 f:R? 一 RR 是 一 个 C3 函数 并 且 满 足 1(2,-1 = -1. 置 


Ge 四 = f(y) + 


H(z,y,4) = ur + y+. 
方程 Glz,y,u) =0 和 H(z,y,u) =0 有 解 (z,y,u) = (2, 一 1,1). 

(a) Df 应 满足 什么 条 件 才能 保证 有 在 R 中 的 开 集 上 定义 并 且 满足 上 面 两 个 方程 的 C1 
函数 == g(y) 和 w= h(y) 使 得 g(-1) =2 和 h(-1)=1? 

(b) 在 (a) 的 条 件 下 并 且 假设 Df(2, 一 1) = [1 一 3), 求 g(-1) 和 (1). 

4 令 下 :有 2 一 及 是 C?2 类 的 并 且 满足 F(0,0) =0 和 D1(0,0) =[23. 令 G:Rs 一 R 
由 下 式 定义 

Glz,y, 2) = F(z+2y+32— 7 +y — 2). 

(a) 注意 到 G(-2,3, 1) = F(0,0) = 0. 证 明 对 于 (z,y) 在 (-2,3) 点 的 一 个 邻 城 B 内 ， 
可 以 对 z 来 求解 方程 G(z,y,z) = 0, 比方 说 = = g(z,y) 使 得 g(-2,3) = 一 1. 

(b) 求 Do(-2,3). 

*(e) 着 在 (0, 0) 点 , DiDiP = 3, DiDsF = -1,DaDoF =5, 求 DaDig(-2,3). 

5 令 fg : Rs 一 R 都 是 C! 类 的 函数 ，“ 一 般 ”我 们 认为 方程 f(z,y,z) = 0 和 
g(z,y,z) = 0 均 表示 R3 中 的 一 个 光滑 曲面 并 且 它们 的 交 是 光滑 曲线 . 证 明 : 如 果 (zo,yo, z0) 
点 满足 两 个 方程 并 且 8(1,9)/8(z,y,z) 在 (zo,yo,z) 点 的 秩 为 2, 那么 在 (zo,yo, zo) 点 附近 
可 以 将 z,y,z 中 的 两 个 用 第 三 个 表示 来 解 这 两 个 方程 , 从 而 局 部 地 将 解 集 表 示 为 一 条 参数 曲 
线 ， 


6. 令 1 :Retn 一 R" 是 C! 类 的 . 假设 f(a) = 0 并 且 Df(a) 的 秩 为 mn. 证 明 : 若是 
R" 中 充分 舍 近 0 的 一 点 , 那么 方程 f(z) = c 有 解 . 
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本 章 我 们 将 定义 多 元 实 值 函数 的 积分 并 导出 它 的 性 值 . 我 们 所 研究 的 积分 称 为 
Riemann 积分 , 它 是 通常 在 一 元 微 积分 初等 教程 中 所 学 积分 的 直接 推广 . 


810， 矩形 上 的 积分 
我 们 从 定义 矩形 的 体积 开始 . 令 
Q@= [ob] x lez, ba] x x [an, bn] 
是 R" 中 的 一 个 矩形 . 将 每 个 区 间 [a,54] 称 为 Q 的 分 量 区 间 . 数值 b 一 a1,… ,bn 一 
an 的 最 大 值 称 为 @ 的 宽度 , 而 将 它们 的 乘积 
(0) = 和 一 op 一 on 一 om) 


称 为 Q 的 体积 . 

在 n= 1 的 情况 下 , (一 维 ) 矩形 [a, 恕 的 体积 与 宽度 相同 , 这 就 是 数 ba. 这 
个 数值 也 称 作 [a, 9 的 长 度 . 

定义 ”给 定 R 的 一 个 区 间 [a, 可 , 那么 [a,4] 的 一 个 划分 是 包括 a,b 两 点 在 内 
的 (a, 的 一 个 有 限 点 集 P. 为 了 方便 起 见 , 通常 按 递增 的 次 序 来 标记 P 的 元 素 ， 
如 


a=to<ti<.… <t=b; 


每 个 区 间 [ti-1,](i = 1,… ,) 称 为 区 间 [a. 忆 的 由 P 决定 的 子 区 间 . 更 一 般 地， 
给 定 R" 中 的 一 个 矩形 
Q@= [a bi] x x [an, bn), 


则 Q 的 一 个 划分 P 是 一 个 n 元 组 (P,,… 忆 ) 使 得 对 于 每 个 着 局 是 [aj,b] 的 一 
个 划分 . 如 果 对 于 每 个 二 是 由 局 决定 的 区 间 [a,,b,] 的 一 个 子 区 间 , 那么 矩形 


忆 = 石 x… xD 


称 作 矩 形 Q 的 一 个 由 书 决 定 的 子 矩 形 . 这 些 子 矩形 的 最 大 宽度 称 为 P 的 网 格 宽度 . 
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定义 ” 令 Q 是 R" 中 的 一 个 矩形 . 令 了 :一 R", 并 假设 f 是 有 界 的 . 令 已 是 
@ 的 一 个 划分 . 对 由 P 决定 的 每 个 子 和 矩形 R, 令 


ma(f) = inf{f(s)le € R}, 
Ma(f) = sup{f(z)lz € RA}. 
分 别 将 由 P 决定 的 了 的 下 和 与 上 和 定义 为 
L(f,P) = Dmalf) -va), 
元 
UP)= > Ma(f)v(R), 
元 


其 中 , 求 和 是 在 由 P 决定 的 所 有 子 矩 形 R 上 进行 的 . 

令 己 = (及 ,Pu) 是 矩形 Q 的 一 个 划分 . 如 果 P” 是 从 P 通过 对 某 些 或 全 
部 划分 P,…， Ps 添加 一 些 点 而 得 到 的 Q 的 另 一 个 划分 , 则 将 P” 称 为 P 的 一 个 
加 细 . 给 定 Q 的 两 个 划分 已 和 已 = (Pl,… ,P') 则 划分 


P=(PUP,…, PUP) 


是 已 和 PP 的 加 细 , 并 且 称 为 它们 的 共同 加 细 . 
车 从 P 改换 为 P 的 加 细 , 当然 要 影响 到 上 和 与 下 和 , 实际 上 , 这 将 使 下 和 趋 于 
增加 而 使 和 趋 于 减 小 . 这 就 是 下 列 引 理 的 要 义 - 
引 理 10.1 。 令 已 是 矩形 Q 的 一 个 划分 ; 令 1 : Q 一 RR 是 一 个 有 界 函数 . 若 
P" 是 P 的 一 个 加 细 , 那么 


Lf,p) < Lf,P"), UP") < UF,P). 
证 明令 Q 为 矩形 
Q = [anb 


只 需 在 P” 是 通过 在 Q 的 一 个 分 量 区 间 中 添加 一 个 点 而 得 到 的 情况 之 下 来 证 明 引 
理 就 够 了 . 设 P 为 划分 (P,… , 忆 ,) 并 且 P” 是 通过 将 点 9 添加 到 划分 P 上 而 得 
到 的 . 进一步 假设 P 由 下 列 各 点 组 成 


“x lan, bn]. 


a=t<tl<t=h 


而 且 9 点 位 于 子 区 间 蕊 -tj] 内 
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首先 来 比较 下 和 L(f,P) 与 L(f, P"). 由 了 决 定 的 大 多 数 子 矩 形 也 是 由 P” 决 
定 的 子 矩 形 , 例外 情况 出 现在 由 P 决定 的 形 如 


Rs = 区 -tjxS 


的 子 矩形 中 , 其 中 5 是 由 ( 书 ，… , P) 决定 的 ez, 如] x … x [an,bn] 的 一 个 子 矩形 , 
包含 子 矩形 R, 的 项 从 下 和 中 消失 而 代 之 以 包含 下 列 两 个 子 矩形 的 项 


Rs=[t-uqgxSs 和 RS=[g,t]xS. 
这 两 个 子 和 矩形 都 是 由 P” 决定 的 , 参看 图 10.1 


Ry, 


了 
图 10.1 


由 于 mgs(f) < f(z) 对 于 每 个 ze Rs 和 z € RS 成 立 , 故 由 此 可 知 
mas(f) < mgs(f), mrs(f) < mes(f). 
因为 由 直接 计算 , v(Rs) = v(R) + v(RY), 故 有 
mas(f)v(Rs) < mas (fv(RS) + mas(f)v(RS). 
因 这 个 不 等 式 对 每 个 形 如 Rs 的 子 矩形 成 立 , 由 此 可 得 
zf Ps<LfP)， 


这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 
由 类 似 的 论证 可 以 证 明 U(f,p) > U(f,P"). 口 
现在 来 考虑 上 和 与 下 和 之 间 的 关系 . 对 此 我 们 有 下 列 结果 . 
引 理 10.2 ” 令 Q 是 一 个 矩形 ; 令 1 : Q 一 R 是 一 个 有 界 函数 . 若 已 和 己 是 
Q 的 任何 两 个 划分 , 那么 
Lf,P) < UP). 
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证 明 ”在 P= P' 的 情况 下 , 结果 显然 成 立 . 因为 对 于 由 P 决定 的 任何 子 矩 
形 丸 都 有 ma(j) < Ma(/); 乘 以 o(R) 再 求 和 即 得 所 要 求 的 不 等 式 . 
一 般 , 给 定 @ 的 划分 已 和 P', 令 P" 是 它们 的 共同 加 细 . 用 上 面 的 引 理 则 扒 
得 
LI P) < LP") < UP") < UY,P). o 
现在 我 们 终于 可 以 来 定义 积分 . 
定义 “ 令 Q 是 一 个 矩形 ; 令 / : 9 -有 是 一 个 有 界 函数 . 当 P 遍历 Q 的 所 
有 划分 时 , 定义 
/ f= sup{L(/, P)}, 人 f= ii{CU, P)}. 


这 两 个 数 分 别称 为 f 在 Q 上 的 下 积分 和 上 积分 . 它们 之 所 以 存在 是 因为 数 L(f, P) 
以 U(f,P) 为 上 界 , 其 中 P' 是 Q 的 任何 固定 划分 ; 而 数 U(f,P) 以 L(f, PP") 为 下 
界 . 如 果 f 在 Q 上 的 上 、 下 积分 相等 , 则 称 f 在 Q 上 是 可 积 的 , 并 且 定义 f 在 
Q@ 上 的 积分 为 上 下 积分 的 公 同 值 . 我 们 用 下 列 两 种 符号 之 一 来 表示 7 在 Q 上 的 积 


分 : 
J 长 /yo 


例 1 令 /:[a,4] 一 RR 是 一 个 非 负 有 界 函 数 . 若 已 .是 工 = [a,4] 的 一 个 划分 ， 
那么 L(f, P) 等 于 内 接 于 f 的 图 象 和 z 轴 之 间 的 区 域 中 的 一 申 矩 形 的 总 面积 ; 而 
U(f, P) 则 等 于 包含 这 一 区 域 的 一 串 矩 形 的 总 面积 , 参看 图 10.2. 


Wn) 


Te 
图 102 


下 积分 代表 该 区 域 的 所 谓 “ 内 面积 ”, 即 由 内 接 和 矩形 台 近 这 个 区 域 而 算出 的 值 ; 
而 上 积分 则 代表 由 外 接 矩 形 逼 近 这 个 区 域 而 算出 的 所 谓 “ 外 面积 ”. 如 果 “ 内 ”“ 外 ” 
面积 相等 , 则 f 是 可 积 的 . 

类 似 地 , 若 Q 是 R? 中 的 矩形 , 且 f : Q 一 R 是 非 负 的 和 有 界 的 , 那么 可 将 
HP) 描述 为 内 接 于 f 的 图 象 与 zy 平面 之 间 的 区 域 的 一 串 立方 体 的 总 体积 ; 而 
U(f, P) 则 可 描述 为 外 接 于 这 个 区 域 的 一 串 立 方 体 的 总 体积 . 参看 图 10.3. 
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图 10.3 


例 2 令 I=[u,1] 并 且 令 了 :一 有 是 如 下 定义 的 函数 : 当 z 为 有 理 数 时 ， 
置 f(z) = 0; 而 当 z 为 无 理 数 时 , 置 f(z) = 1. 我 们 要 证 明 f 在 了 上 是 不 可 积 的 . 

令 己 是 工 的 一 个 划分 . 车 尺 是 由 PP 决定 的 任何 子 区 间 , 那么 , ma(f) = 0 而 
Mn(J) = 1, 这 是 因为 R 既 包含 着 有 理 数 也 包含 着 无 理 数 . 于 是 


L(f,P)= 0-v(R)=0, 
a 


U(f,P)= 51.vR)=1. 
加 


由 于 划分 P 是 任意 的 , 故 由 此 可 知 了 在 工 上 的 下 积分 为 0 而 上 积分 为 1, 因而 了 
在 1 上 是 不 可 积 的 

一 个 常用 来 证 明 给 定 函数 可 积 的 条 件 由 下 列 定理 给 出 . 

定理 10.3(Riemann 条 件 ) ” 令 Q 是 一 个 矩形 , 而 了 : Q 一 R 是 一 个 有 界 函 


数 . 那么 3 
W f< 上 下 
其 中 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 给 定 = > 0, 则 存在 Q 的 相应 划分 P 使 得 
UP) -LP) <e. 


证 明令 PP 是 9 的 一 个 固定 划分 从 对 @ 的 一 切 划分 均 有 L(/,P) < 
(Ah, 启 ) 成 立 这 一 事实 可 得 

[ssvuP. 

:0 


hsshs 


从 P' 是 任意 的 事实 可 以 推出 
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现在 假设 上 下 各 分 相等 的 , 选取 一 个 划分 使 得 L/P) 与 /了 的 差 不 直 
过 6/2, 再造 取 一 个 划分 PP 全 得 U.P) 与 /7 的 关 丰 超过 </2. 令 天 是 它们 
的 共同 加 细 . 由 于 
LP) < LP') < 人 7J<ufPOsul Ph， 


所 以 由 P” 决定 的 f 的 上 和 与 下 和 之 差 不 超 过 e. 
反 过 来 , 假设 上 积分 与 下 积分 不 相等 . 令 


= 一 0. 
< Lr [> 
令 己 是 的 任何 划分 ,那么 
L(#,P,) 和 <U(f,P). 
0 < [< hs 0,P) 


因此 由 P 决定 的 f 的 上 和 与 下 和 至 少 相差 <, 从 而 Riemann 条 件 不 成 立 . 口 
现在 给 出 这 个 定理 的 一 个 简单 应 用 . 
定理 10.4 ”每 个 常 函数 f(z) = c 都 是 可 积 的 . 实际 上 , 若 Q 是 一 个 矩形 且 已 
是 @Q 的 一 个 划分 , 那么 


hf=e v0 = Tv 
。 四 


其 中 求 和 是 在 由 P 决定 的 所 有 子 矩形 上 进行 的 . 
证 明 如果 尺 是 一 个 由 尸 决定 的 子 矩形 , 那么 , ma(f) = c= Ma(). 由 此 可 
知 
L(f,P) =eDv(R) =U(,P), 
四 


因而 Riemann 条 件 平 凡 地 成 立 , 从 而 fe 存在 . 因为 它 在 L(f,P) 与 U(f,P) 之 


间 , 所 以 它 必定 等 于 cv( 及 ). 


这 个 结果 对 任何 划分 P 都 成 立 . 特别 地 , 若 P 是 平凡 划分 , 其 仅 有 的 子 矩形 
是 Q 自身 ,那么 
Wi c=c.v(@). 0 


下 节 将 要 用 到 该 结果 的 推论 10.5. 
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推论 10.5 ” 令 @ 是 R" 中 的 一 个 矩形 而 {Q1,… ,Qk} 是 覆盖 Q 的 一 个 有 限 
矩形 族 , 那么 


上 
z(Q)<>v(Q). 
Et 
证 明 ”选取 一 个 矩形 Q' 使 其 包含 所 有 矩形 Q1,… ,Qs. 用 Q,Q1,… ,Qs 的 


分 量 区 间 的 端点 定义 @' 的 一 个 划分 P, 那么 矩形 8, 81,… ,QR 中 的 每 一 个 均 为 
由 PP 决定 的 一 些 子 矩形 的 并 , 参看 图 10.4. 


从 上 面 的 定理 10.4 得 


v(Q) = > v(R)， 


ReQ 
其 中 求 和 是 对 包含 在 Q 中 的 所 有 子 和 矩形 进行 的 . 因为 每 个 这 样 的 子 矩形 RR 至少 包 
含 在 矩形 Qi,… , Q 之 一 中 , 所 以 有 


x 
DvR) < 》 uv(R). 
co Ac 
再 次 利用 定理 10.4 则 有 
并 vA) =v(Q,), 
RCQ, 
从 而 推论 成 立 . 口 


关于 记号 的 注释 在 n = 1 的 情况 下 , 我 们 将 经 常 采用 稍微 不 同 的 积分 记号 
在 此 情况 下 , Q 是 也 中 的 一 个 闭 区 间 [a 村, 我 们 常常 用 记号 了 或 jn f(z) 来 
表示 f 在 [w 吕 上 的 积分 以 代替 人 Rf 

在 一 维 积分 的 计算 中 也 使 用 另外 一 种 记号 , 通常 用 下 式 来 表示 这 个 积分 


fea, 
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其 中 符号 “dz” 没 有 独立 的 意义 . 我 们 暂且 避免 使 用 这 种 记号 . 在 后 面 的 一 章 中 , 我 
们 将 赋予 “dz” 某 种 意义 并 引进 这 种 记号 . 

实际 上 我 们 前 面 给 出 的 积分 定义 归功 于 Darbaux. 一 种 归功 于 Riemann 的 等 
价 表述 在 习题 7 中 给 出 . 实际 上 , 将 这 种 积分 称 为 Riemann 积分 已 成 规范 , 而 不 依 
赖 于 使 用 哪 种 定义 . 


习 题 
1 令 jg : 8 一 R 都 是 有 界 函 数 , 并 且 使 得 /(z) < g(z) 对 ze Q 成 立 证 明 


[sfs /< 


”2 设 :8 一 RR 是 连续 的 , 证明 了 在 Q 上 是 可 积 的 .| 提示 : 利用 f 的 一 臻 连续 性 . ] 


3. 令 [0,1]? = [0,4]x[0,4. 令 / :10,1 一 RR 是 如 下 定义 的 : 当 y 承 z+ 时 置 flz,y) = 0， 
而 当 y=z 时 , 置 /(z,y) = 1. 证 明 f 在 [0,1]J* 上 是 可 积 的 . 

4 如 果 每 当 zl < za 时 都 有 f(z1) < f(z2), 则 称 了 : [0,1] 一 R 是 递增 的 ， 如 果 
了 ,9 : [0,1] 一 RR 都 是 递增 且 非 负 的 , 证 明 h(z,y) = f(z)g(y) 在 |0,1J? 上 是 可 积 的 . 

5. 令 :RR 一 RR 是 如 下 定义 的 : 车 = =p/g, 则 置 f(z) = 1/g, 其 中 p 和 9g 是 无 公 因子 
的 正 整 数 , 否则 令 /(z) = 0. 证 明 f 在 [0,1] 上 是 可 积 的 . 

*6, 证 明 下 列 定理 : 

定理 令 /: @ 一 RR 是 有 界 的 , 那么 f 在 Q 上 可 积 当 且 仅 当 给 定 < > 0 则 存在 一 个 
5 > 0 使 得 U(J,P) - L(f, P) < < 对 于 网 距 小 于 5 的 每 一 个 划分 P 成 立 . 

证 明 (a) 验证 条 件 的 充分 性 . 

(b) 假设 对 = € Q,|f(z)| < M, 令 P 是 Q 的 一 个 划分 . 证 明 : 如 果 P” 是 通过 把 单个 分 
点 添加 到 Q 的 一 个 分 量 区 间 的 划分 中 而 得 到 的 , 那么 

0 L(J,P") - LA, P) < 2M(P 的 网 距 )(Q 的 寅 度 )”- 

对 上 和 导出 类 似 的 结果 

(e) 证 明 条 件 的 必要 性 ， 设 了 在 Q 上 是 可 积 的 ， 给 定 。 > 0, 选取 一 个 划分 P' 使 得 
V(J,P) 一 L(f,P”) < /2. 令 NN 是 P' 中 分 点 的 个 数 . 那么 令 

5= e/8MN(Q 的 宽度 )” 

证 明 ”车 P 的 网 距 小 于 5, 那么 U(f,P) - L(/,P) < e. | 提示: 已 和 忆 的 共同 加 细 是 
通过 对 PP 添加 至 多 N 个 分 点 而 得 到 的 . ] 

7. 利用 习题 6 证 明 下 列 定理 : 

定理 ”全 1 8 一 下 是 有 界 的 , 那么/ 在 9 上 可 积 且 有 7- 4 等 价 于 给 定 < > 0， 
存在 一 个 5 > 0 使 得 着 P 为 网 距 小 于 5 的 任何 划分 , 并 且 对 由 了 决定 的 每 个 于 逢 形 及 
是 中 的 一 点 ,那么 

[5 f(za)v(R)— Al <e. 
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§11. 积分 的 存在 性 


本 节 我 们 将 导出 积分 hi 存在 的 充分 必要 条 件 , 其 中 要 涉及 到 “ 零 测度 集 " 的 
概念 . 
定义 令 4 是 R" 的 一 个 子 集 . 假若 对 每 一 个 = > 0, 都 存 4 的 一 个 由 可 数 
多 个 矩形 组 成 的 覆盖 Q1, 82,… ,使 得 


DvQ) <e 
气 
则 称 4 为 R" 中 的 零 测度 集 , 有 时 简称 零 测 集 . 如 果 上 述 不 等 式 成 立 , 则 常 说 矩形 
Q1,Q2,… 的 总 体积 小 于 < 
下 面 导出 等 测 集 的 若干 性 值 
定理 11.1 (a) 若 BcA 且 4 是 R" 中 的 零 测 集 , 那么 也 也 是 Rn 中 的 零 
测 集 . 
(b) 令 4 为 可 数 集 族 A1, 42,… 之 并 , 若 每 个 4, 都 是 R" 中 的 零 测 集 , 那么 
4 也 是 Rn 中 的 零 测 集 . 
(0) 一 个 集合 4 为 R" 中 的 零 测度 集 当 且 仅 当 对 每 个 。> 0, 都 有 4 的 一 个 由 
可 数 个 开 和 矩形 IntQi, IntQ2,… 组 成 的 豫 盖 使 得 


Dv) < 


(d) 车 Q 是 R" 中 的 一 个 矩形 , 那么 BdQ 是 R" 中 的 零 测 集 , 但 Q 不 是 . 
证 明 (a) 是 直接 的 . 为 证 明 (b), 用 总 体积 小 于 =/2; 的 可 数 多 个 矩形 


Qi Qa Qa 


覆盖 集合 A,. 对 每 个 都 这 样 做 , 那么 矩形 族 {Q,,} 是 可 数 的 , 它 不 仅 能 履 盖 4， 
而 且 它 的 总 体积 小 于 


De/2 =e. 


气 

(e) 假如 开 和 矩形 IntQi,IntQa,… 能 牙 盖 4, 那么 矩形 Qi,Q,… 也 获 盖 4. 因 
而 所 给 的 条 件 蕴涵 着 4 是 零 测 集 . 反 过 来 , 设 4 为 零 测 集 , 用 总 体积 小 于 e/2 的 矩 
形 91,92,…… 来 覆盖 4, 并 对 每 个 i 选取 一 个 矩形 9; 使 得 


Q; C IntQ, 有 Lv(Q,) < 2v(@;). 
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(我 们 之 所 以 能 够 这 样 做 是 因为 v(Q) 是 Q 的 各 分 量 区 间 的 端点 的 连续 函数 .) 那么 
诸 开 和 矩形 IntQ1, IntQ2,… 覆盖 4 并 且 学 v(Q,) < =- 
(d 令 
Q= [a bi,] x + x [an, bn]. 


由 Q 的 那些 使 得 z, = a, 的 点 = 组 成 的 子 集 称 为 Q 的 两 个 第 i 号 面 ( 即 第 ; 个 从 
标 固定 的 面 ) 之 一 , 另 一 个 第 i 号 面 由 使 得 z, = b, 的 那些 点 = 组 成 . Q 的 每 一 个 
面 均 为 R" 中 的 零 测 集 . 例如 , 使 r, = a 的 面 可 由 单个 矩形 


[a bi] x … x (aw a 十 下 x…x [on, brn] 


覆盖 , 而 且 可 以 通过 将 5 取得 足够 小 而 使 该 矩形 的 体积 任意 小 . 由 于 BdQ 是 Q 的 
各 面 之 并 且 面 数 是 有 限 的 , 因此 BdQ 在 R" 中 的 测度 为 零 . 

现在 假设 Q 在 R" 中 的 测度 为 零 , 而 推出 矛盾 . 置 a = v(Q), 由 (c) 可 以 用 满 
足 Zu(Q,) < e 的 开 矩 形 IntQ1,IntQ2,… 来 覆盖 9. 因为 Q 是 紧 的 2 
这 些 开 集 中 的 有 限 个 , 比方 说 IntQ1,… ,IntQk, 来 覆盖 Q. 但 是 ， 


k 


Dv(Q) < 

= 
此 结果 与 推论 10.5 矛盾 . 口 

例 1 允许 可 数 无 限 的 矩形 集 族 是 零 测 集 定义 中 的 实质 部 分 . 若 只 允许 有 限 

集 族 , 那么 将 得 出 一 个 不 同 的 概念 例如, T = [0,1] 中 的 有 理 数组 成 的 集合 4 是 
单 点 集 的 可 数 并 , 因而 由 上 面 定理 中 的 (b) 款 可 知 4 是 R 中 的 零 测 集 . 但 是 , 若 
< < 1, 则 4 不 能 被 总 长 度 小 于 < 的 有 限 多 个 区 间 获 盖 . 因为 若 设 了 ,… , I 是 覆盖 
4 的 一 个 有 限 区 间 族 , 那么 作为 它们 的 并 , 集合 B 为 闭 集 的 有 限 并 ， 因 而 是 闭 的 . 
由 于 B 包含 ! 中 的 所 有 有 理 数 , 因而 包含 这 些 有 理 数 的 所 有 极限 点 , 即 包含 整个 
工 但 这 蕴涵 着 区 间 五 …- ,到 灯 盖 7. 因而 推论 10.5， 


上 
Dv) 2 uD=1. 
Ee 
现在 来 证 明 我 们 的 主要 定理 . 
定理 11.2 ” 令 @Q 是 R" 中 的 一 个 矩形 , 而 f : Q 一 R 是 一 个 有 界 函数 ; 令 DD 
是 @Q 中 使 f 为 不 连续 的 点 集 . 于 和 积分 f 存在 当 且 仅 当 D 为 R" 中 的 零 测度 
集 . 
证 明 选取 M 使 得 |f(z)| < M 对 zeQ 成 立 . 
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第 一 步 . 先 证 明 条 件 的 充分 性 . 设 D 在 R* 中 的 测度 为 零 . 我 们 通过 证 明 对 给 
定 的 = > 0 存在 Q 的 划分 P 使 得 U(f,P) -L(f,P) < 来 证 明 了 在 @ 上 是 可 积 
的 . 

给 定 。> 0, 令 e' 是 由 下 式 表示 的 数 


e =8/(2M + 2v(Q). 
首先 由 上 一 定理 的 (c) 款 , 可 以 用 总 体积 小 于 e 的 可 数 个 开 矩 形 IntQi, IntQ2,… 
来 覆盖 D. 其 次 , 对 于 Q 的 每 个 不 在 D 中 的 点 a, 选取 一 个 包含 a 的 开 矩 形 IntQ。 
使 得 对 于 ze QemQ， 

f(z) -f(a)| < 

(我 们 之 所 以 能 够 这 样 做 是 因为 了 在 a 点 连续 . ) 那么 对 于 i= 1,2,… 和 aeQ-D， 
诸 开 集 IntQ, 和 IntQ。 覆盖 整个 Q. 因为 Q 是 紧 的 , 因而 可 以 选 出 政 盖 Q 的 一 个 
有 限 子 族 

IntQi… ,IntQk, IntQa,,*** ,IntQo,. 
( 开 和 矩形 IntQ1,… ,IntQx 未 必 能 米 盖 D, 但 是 这 没有 关系 . ) 

为 了 方便 , 将 Qa, 记 为 @, 那么 矩形 
QQ 


覆盖 Q, 其 中 诸 矩 形 Q, 满足 条 件 


von <e, 
Ei 
而 矩形 Q 满足 条 件 
(9) f(z) —f()| < 2 zy e Q; NG. 


不 改变 记号 , 将 每 个 矩形 Q, 用 它 与 Q 的 交代 赫 , 并 且 将 Q 代 之 以 它 与 @ 的 
交 . 这 些 新 矩形 {Q,} 和 {Q@;} 仍然 覆盖 Q 并 且 满足 条 件 (1) 和 (2). 

现在 我 们 用 矩形 Q1,… , Qk, Q4,… ,Q; 的 分 量 区 间 的 端点 来 定义 @ 的 一 个 划 
分 P. 那么 每 一 个 矩形 Q; 和 @; 都 是 由 P 决定 的 某 些 子 矩形 的 并 . 下 面 我 们 来 计 
算 / 了 关于 已 的 上 和 与 下 和 . 

将 由 P 决定 的 所 有 子 矩形 R 组 成 的 集 族 分 成 两 个 互 不 相交 的 子 族 丸和 及/ 
使 得 每 个 矩形 Re 尺 在 一 个 矩形 Q, 中 , 而 每 一 个 矩形 Re R' 在 一 个 矩形 @; 中 ， 
参看 图 11.1. 于 是 有 
DD (Ma(f) -ma(p)ju(B)<2M 》 uv( 有 )， 

je 


RER 
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和 (MR(f) -ma(f))o(R) < 2e’ D> vlR), 
eR 


ER 


这 两 个 不 等 式 可 以 从 下 列 事实 得 出 : 
(f(z) — (WI < 2M 
对 属于 一 个 矩形 Re 尺 的 任何 两 点 z,y 成 立 , 而 
lf(z) — f(y)| < 2e 
对 于 一 个 矩形 Re R' 中 的 任何 两 点 z,y 成 立 . 于 是 


‘ 
Da) < DDR)= D0) < 


Ee 1 fed, Ea 
BD vB) < 3 vA) =v(Q). 
fe RE 
因而 有 
U(f,P)—L(f,P) < 2Me’ +2cu(Q) =<. 
第 二 步 . 现在 我 们 来 定义 一 个 函数 7 在 其 定义 域内 的 一 点 a 处 的 “振幅 "并 且 
建立 它 与 /在 a 点 的 连续 性 之 间 的 关系 . 
给 定 ae Q@ 和 5 > 0. 令 As 表示 函数 1 在 a 点 的 5 邻 域内 的 函数 值 f(z) 的 
集合 , 即 
4s = {f(z)lz e GBlz — al < 
令 Ms(/) = sup Ahs,ms(/) = inf hs. 我 们 将 f 在 a 点 的 振幅 定义 为 


xfia) = jnf [Ms(f) — ms(f)]. 


那么 v(f;a) 是 非 负 的 . 我 们 要 证 明 f 在 a 点 连续 当 且 仅 当 v(fia) = 0. 
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如 果 f 在 a 点 连续 , 那么 给 定 < > 0, 可 以 选取 5 > 0 使 得 |f(z) -f(a)| < = 
对 满足 |z 一 a| < 5 的 所 有 ze Q 成 立 . 由 此 可 知 


Ms(f) < fla) +e, ms(f) > fa) 一 < 


因此 v(f;a) < 2e. 由 于 e 是 任意 的 , 所 以 v(f;a) = 0. 
反 过 来 , 假设 v(f;a) = 0. 给 定 = > 0, 则 存在 5 > 0 使 得 


Ms(f) —ms(f) < 
于 是 车 zeQ 且 |z-al<56, 则 
ms(f) < f(z) < Ms(f). 


因为 f(a) 也 在 ms(f) 和 Ms(f) 之 间 , 故 由 此 可 知 |f(z) - f(a)| < ,因而 /在 a 
点 是 连续 的 . 

第 三 步 . 现在 来 证 明 条 件 的 必要 性 . 设 /在 Q 上 是 可 积 的 , 我 们 要 证 明 f 的 
不 连续 点 的 集合 是 R" 中 的 零 测度 集 . 

对 于 每 个 正 整数 m, 令 


pn={ovdia > 去}- 


那么 由 第 二 步 , D 等 于 各 集合 Dm 之 并 . 只 要 证 明 每 个 集合 Dm 的 测度 为 零 就 足 
够 了 . 

令 m 固定 , 给 定 < > 0, 我 们 将 用 总 体积 小 于 < 的 可 数 个 矩形 覆盖 Dw. 

首先 选取 Q 的 一 个 划分 PP 使 得 U(f,P) - L(f,P) < e/2m. 然后 对 由 P 决定 
的 某 个 子 矩形 R, 令 Dy 由 Dm 的 那些 属于 BdR 的 点 组 成 , 而 令 Di 由 Dm 的 其 
余 点 组 成 . 我 们 要 分 别 用 总 体积 小 于 </2 的 一 些 矩 形 覆 盖 DP 和 DA 

对 于 D% 而 言 , 这 是 容易 做 到 的 . 给 定 RR, 则 集合 BdR 是 R" 中 的 零 测 集 , 于 
是 并 集 BdR 也 是 R" 中 的 零 测 集 . 因为 D 包含 在 这 个 并 集中 , 所 以 它 可 以 被 
总 体积 小 于 e/2 的 可 数 个 矩形 覆盖 . 

现在 来 考虑 D%. 令 已,… , Rk 是 由 P 决定 的 且 包 含 D% 的 点 的 那些 子 矩 形 ， 
并 且 证 明 这 些 子 矩形 的 总 体积 小 于 s/2. 给 定 i 则 矩形 RR, 包含 D% 的 一 点 a. 
为 a # BdR,, 所 以 存在 一 个 5 > 0 使 得 R, 包含 以 a 为 中 心 以 5 为 半径 的 立方 体 
邻 域 . 于 是 


去 <vtfiajsMa()- mi)sMa(D)-ma(). 
乘 以 (Ri) 并 求 和 , 则 得 
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和 /me < VU, P) LS, P) < ef/2m. 


a 
于 是 矩形 RR,… ,Rk 的 总 体积 小 于 </2. 0 

现在 给 出 这 个 定理 的 一 个 应 用 . 

定理 11.3 令 Q 是 Rn 中 的 一 个 矩形 并 且 / :8 一 R. 设 了 在 Q 上 是 可 积 
的 . 

(a) 若 了 除 在 一 个 零 测 集 上 之 外 均 为 零 ,那么 f=0. 


(b) 如 果 了 是 非 负 的 并 且 人 了 = 0, 那么 f 除 在 一 个 零 测 集 上 以 外 均 为 零 . 


证 明 (a) 设 了 除 在 一 个 稚 负 信 已 上 之 外 为 零 . 令 己 是 Q 的 一 个 划分 . 若 忌 
是 由 P 决定 的 一 个 子 和 矩形 , 则 R 不 能 包含 在 己 中 , 因而 f 在 R 的 某 个 点 处 为 零 . 
于 是 ma(f) < 0 而 MR(f) > 0. 由 此 可 知 , L(f,P) < 0 而 U(f,P) > 0. 因为 这 些 不 
等 式 对 所 有 划分 P 都 成 立 , 所 以 有 


/so /> 


因为 积分 人 存在， 所 以 它 必定 为 零 


(b) 假设 f(z) > 0 且 人 = 0 我 们 来 证 明 : 若 了 在 a 点 连续 ,那么 fla) = 0 
由 此 可 知 , 除了 在 那些 使 为 不 连续 的 点 上 以 外 f 必定 为 零 . 由 上 面 的 定理 , 这 种 
点 的 集合 为 零 测度 集 . 
设 了 在 a 点 连续 且 f(a) > 0. 并 由 此 推出 蔬 盾 . 置 = = f(a). 因为 /在 a 点 
连续 , 故 存在 一 个 5 > 0 使 得 对 于 |z -al <5 且 zeQ, 有 
f(z) > a/2. 
选取 Q 的 一 个 网 距 小 于 5 的 划分 已 如 果 Ro 是 由 P 决定 的 并 且 包 含 a 点 的 一 
个 子 矩 形 , 那么 ma。(f) > e/2. 另 一 方面 , ma(f) > 0 对 所 有 R 成 立 . 由 此 可 知 
ZU,P)= > mn(f)a(R) > (e/2)v(Ro) > 0. 
志 
但 是 
L(f,P) =0. 口 
U.P) < 化 f=0, 
例 2 关于 人 了 存在 的 假设 对 于 本 定理 成 立 是 必要 的 . 例如 , 令 1 [0,1], 并 
且 当 z 为 有 理 数 时 , 令 f(z) = 1; 而 当 z 为 无 理 数 时 , 令 f(z) = 0. 那么 了 除 在 一 
个 零 测 集 上 之 外 为 零 , 但 / 了 =0 不 成 立 . 因为 / 在 1 上 的 积分 甚至 都 不 存在 . 
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习 是 

1 证 明 , 当 4 是 R" 中 的 办 测度 集 时 ,集合 志 和 BdA 未 必 是 备 测 集 . 

2 证 明 R" 中 的 任何 开 集 都 不 是 R" 中 的 堆 测 集 

3. 证 明 集合 R"! x 0 是 R" 中 的 鹤 测 集 . 

4 证 明 [0, 1] 中 的 无 理 数 组 成 的 集合 在 了 中 的 测度 不 为 零 . 

5. 证 明 : 车 A 是 R" 的 一 个 紧 子 集 且 4 在 R 中 的 测度 为 办 那么 给 定 < > 0, 则 存在 
一 个 总 体积 小 于 。 且 能 醒 盖 4 的 有 限 的 失 形 族 . 

6. 令 7 @ 晤 一 尼 则 了 的 图 象 是 R? 中 的 子 集 

Gy = {(e,Wy = ya)} 

证 明 。 若 / 是 连续 的 , 则 Gy 在 R? 中 的 测度 为 办 .| 提示 ， 利 用 /的 一 至 连续 性 . ] 

7 考虑 例 2 中 定义 的 函数 -请问 /在 jo, 1] 中 的 哪些 点 上 是 不 连续 的 ? 对 于 810 的 习 
题 5 中 定义 的 函数 来 回答 同样 的 问题 

8. 令 Q 是 Re 中 的 一 个 矩形 而 / : @ 一 RR 是 一 个 有 界 函数 如 果 三 除 在 一 个 测度 为 办 
的 闭 集 互 上 以 外 为 办 那么 积分 /了 存在 且 等 于 符 

9 令 9 是 R" 中 的 一 个 短 形 出 了 : Q 一. 假设 / 在 @ 上 是 可 积 的 . 

(a) 证 明 ， 者 对 =e@ 有 yz) > 0, 则 人 /> 0 


(b) 证 明 ， 者 对 =e@ 有 ytz)>0 则 人 7> 0 
10. 证 明 : 若 Qi,Q2,… 是 覆盖 Q 的 一 个 可 数 的 答 形 族 ,那么 
v(Q) < Dv(Q,). 
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假若 给 定 一 个 函数 1 : Q 一 R 是 可 积 的 , 那么 怎样 计算 出 它 的 积分 值 呢 ? 即使 
在 一 元 函数 了 : [a,] 一 RR 的 情况 下 , 问题 也 并 不 简单 . 一 种 工具 是 由 微 积分 基本 定 
理 提供 的 , 它 适用 于 f 为 连续 的 情况 . 读者 从 一 元 微 积分 已 经 熟悉 这 个 定理 . 为 便 
于 参考 将 其 叙述 如 下 : 


定理 12.1( 微 积分 基本 定理 ) ”(a) 如 果 f 在 la, 引 上 连续 并 且 


za= 人 7 


对 于 ze [ao 成立 , 那么 F'(z) 存在 并 且 等 于 f(z). 
(b) 车 了 在 [a,4] 上 连续 而 且 9 是 一 个 使 g(z) = f(z) 对 于 ze [a,j 成 立 的 函 
数 , 那么 


/7 中 -sg 0O 
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( 当 提 到 在 区 间 [a, 相 的 端点 处 的 导数 F' 和 9 时 , 当然 是 指 相应 的 单 边 导数 . ) 
定理 12.1 的 结论 可 以 概括 为 下 列 两 个 等 式 : 


pf r=19 和 [p=os) -oo). 


在 上 述 两 种 情况 下 都 要 求 被 积 函数 在 所 考虑 的 区 间 上 是 连续 的 . 

定理 12.1 的 (b) 款 告诉 我 们 , 若 能 找到 f 的 原 函数 , 即 找到 一 个 函数 9 使 得 
g' = 了 , 那么 就 可 以 计算 出 连续 函数 7 的 积分 . 定理 12.1 的 (a) 款 则 告诉 我 们 , ( 理 
论 上 ) 这 种 原 函 数 总 是 存在 的 , 因为 F 就 是 这 样 一 个 原 函数 . 当然 问题 是 实际 求 出 
这 样 一 个 原 函数 , 正如 在 维 积分 中 所 研究 的 那样 , 这 便 是 所 谓 的 “积分 技术 ”问题 ., 

同样 , 计算 积分 的 困难 也 出 现在 n 维 积分 中 . 解决 这 个 问题 的 一 种 途径 是 试图 
将 n 维 积分 的 计算 归结 为 可 能 相对 比较 简单 的 一 系列 低 维 积分 问题 , 甚至 可 以 归 
结 为 计算 一 系列 一 维 积分 的 问题 , 对 此 若 被 积 函数 是 连续 的 , 就 能 应 用 微 积分 基本 
定理 来 解决 

这 是 微 积分 中 用 来 计算 二 重 积 分 的 方法 . 例如 为 了 在 矩形 Q = [a,4] x [c,d] 上 
积分 连续 函数 f(z,y), 首先 使 = 固定 , 对 y 来 积分 /, 然后 将 所 得 到 的 函数 对 z 积 
分 (或 按 相反 的 顺序 ). 在 这 个 过 程 , 使 用 了 公式 


fr sid 


f(z,y) 
或 以 相反 次 序 . (在 微 积分 中 通常 添加 无 实际 意义 的 符号 “dz” 和 “dy”, 但 是 我 们 
避免 在 这 里 使 用 这 种 记号 .) 这 些 公式 通常 在 微 积分 中 不 予以 证 明 , 事实 上 , 很 少 提 
及 证 明 是 必须 的 而 是 将 它们 看 作 是 “显然 的 ”. 本 节 将 证 明 它 们 及 其 相应 的 n 维 形 
式 . 


当 f 连续 时 这 些 公式 成 立 . 可 是 当 f 可 积 但 不 连续 时 , 关于 各 种 复杂 积分 的 
存在 性 问题 就 会 出 现 困难 . 例如 , 积分 


vd 
f(z,y) 
y=e 
可 能 不 是 对 所 有 z 存在 , 即使 /i 存在 . 因为 7 可 能 会 沿 一 条 竖 线 的 性 态 很 差 ， 
但 是 这 并 不 影响 二 重 积分 的 存在 . 

人 们 可 以 通过 简单 地 假定 所 涉及 到 的 积分 都 存在 而 回避 问题 . 我 们 将 要 做 的 是 
把 所 述 公式 中 的 内 积分 用 相应 的 下 积分 (或 上 积分 ) 代替 , 而 下 (上 ) 积分 的 存在 我 
们 已 经 知道 . 这 样 做 就 得 到 一 个 恰当 的 一 般 定理 , 它 包括 所 有 积分 都 存在 这 种 特殊 
情况 . 
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定理 12.2(Fubini 定理 ) 令 @= 4xB, 其 中 4 是 R* 中 的 矩形 ,而 已 是 R" 
中 的 矩形 . 令 f : Q 一 R 是 一 个 有 界 函 数 , 将 f 写成 f(z,y),z e A,y & B 的 形式 
对 于 每 个 = e 4, 考虑 下 积分 和 上 积分 


[few 和 [se 


dyeB 


如 果 了 在 Q 上 是 可 积 的 , 那么 = 的 这 两 个 函数 都 是 在 4 上 可 积 的 , 而 且 


L/h re/ [sen 


证 明 ”为 了 达到 证 明 的 目的 , 对 于 ze 4, 定义 
za= /yew To)= file, 
(a [, ,To = fo) 


假设 /7 存在 .我 人 来 证 明 上 和 7 者 是 在 4 上 可 积 的 而 且 它们 的 积分 等 于 人 
Q 
今 P 是 @ 的 一 个 划分 ,那么 P 由 4 的 一 个 划分 PA 和 有 B 的 一 个 划分 Pp 组 
成 , 并 且 记 为 已 = (Pa, Pa). 车 Ra 是 由 P 决定 的 4 的 一 个 一 般 子 矩形 , 而 Rg 
是 由 Ps 决定 的 甩 的 一 个 一 般 子 矩形 , 那么 RA x Ra 就 是 由 决定 的 @ 的 一 个 
一 般 子 算 形 . 
我 们 从 将 /的 上 下 和 与 工 和 了 的 下 和 进行 比较 开始 . 
第 一 步 . 首先 证 明 
L(f,P) < LL Pa), 
即 /的 下 和 不 大 于 下 积分 工 的 下 和 . 
考虑 由 P 决定 的 一 般 子 和 矩形 Ra x Rp. 令 zo 是 及 ,的 一 点 . 因为 
maaxRa(f) < f(ro,y) 
对 所 有 ye Re 成 立 , 因此 
mpaxRa(f) < mRs (f(z0,d)) 
参看 图 12.1 使 zo。 和 RA 国定, 将 上 式 乘 以 v(Rs) 并 对 所 有 子 短 形 Rs 求 和 , 则 得 
不 等 式 
Dmasao olRs) < Loy), Pa) < fle) = Leo). 
Rs veB 


这 个 结果 对 每 个 zo e Ra 都 成 立 . 于 是 推出 
Dmasxas(f)o(Rs) < mas(D). 
Re 
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LA 


遍 乘 v(R4) 并 求 和 . 因为 v( Ra)v(Ra) = v(RA x Rs), 故 得 所 期 望 的 不 等 式 
L(f,P) < L(L, Pa). 
第 二 步 . 可 完全 类 似 地 证 明 
U(/, P) > U(T, Pa), 


即 f 的 上 和 不 小 于 上 积分 了 的 上 和 . 证 明 留 作 习 题 . 
第 三 步 . 将 /, 工 及 了 的 上 下 和 之 间 的 关系 概括 成 下 列 图 表 : 


<U(L Ps) < 


,P) < L(L, 和 
L(f,P)< (Ps) LP) < 


VC Pa) < U(f, P). 
图 表 中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 不 等 式 出 自 第 一 步 和 第 二 步 . 在 其 余 的 不 等 式 中 , 左上 
角 和 右 下 角 的 两 个 从 L(h, P) < U(h, P) 对 任何 h 和 P 成 立 的 事实 得 出 ; 而 左下 角 
和 右上 角 的 两 个 不 等 式 从 I(z) < T(z) 对 所 有 z 成 立 这 一 事实 得 出 . 这 个 图 表 中 包 
含 着 我 们 需要 的 所 有 信息 . 

第 四 步 . 完成 定理 的 证 明 . 因为 f 在 @ 上 是 可 积 的 , 故 给 定 = > 0, 可 以 选取 
@ 的 一 个 划分 P = (Pa, Ps) 使 得 第 三 步 的 图 表 中 位 于 两 端的 数 相差 不 超过 <, 那 
么 工 的 上 下 和 之 差 不 超 过 e; 7 的 上 下 和 之 差 也 不 超过 <. 由 此 可 知 , 5 和 了 都 是 在 
4 上 可 积 的 . 

注意 到 由 定义 ， 积分 代 在 工 的 上 和 与 下 和 之 间 , 类 似 地 J 在 7 的 上 下 和 


之 间 . 由 此 , 三 个 数 
ROR 


均 在 图 表 中 位 于 两 端的 两 个 数 之 间 . 因为 = 是 任意 的 , 所 以 必 有 


L/h 0 
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这 个 定理 可 将 / 表示 成 累 次 积分 . 为 了 计算 人 族 可 首 , 计算 了 对 4 的 下 
积分 (或 上 积分 )， 然后 再 把 所 得 出 的 函数 对 z 积分 其 实 对 于 积分 次 序 并 无 特别 
规定 . 类 似 的 论证 说 明 , 也 可 以 先 作 /对 = 的 下 积分 (或 上 积分 ), 然后 再 将 所 得 出 
的 函数 对 y 积分 . 

推论 12.3 令 @= Ax B, 其 中 4A 是 R* 中 的 矩形 而 忆 是 R" 中 的 矩形 ; 令 
全 9 一 了 是 一 个 有 界 了 数 如 果 人 7 存在 并 对 每 个 ze 4 人 to, 切 存在 ,于 


人 -人 人 em a 


推论 12.4 令 Q = hx…x 也 ,其 中 每 个 荆 均 为 RR 中 的 一 个 闭 区 间 . 如 果 
了 :8 一 RR 是 连续 的 , 那么 


RR § 


习 题 
1. 完成 定理 12.2 中 第 二 步 的 证 明 
2. 令 [= 而 Q=Tx 定义 :8 一 R 如 下 : 若 y 是 有 理 数 且 z = p/g, 其 中 
和 9 是 无 公 因子 的 正 整数 , 则 令 f(z,y) = 1/g; 在 其 他 情况 下 , 令 f(z,y) = 0. 


人 证 明 /存在 
(b) 计算 
f(z,y) 和 fz). 
hen [en 
(9 验证 Fubini 定理 . 


3. 令 Q = Ax ,其 中 4 是 R* 中 的 矩形 而 已 是 R" 中 的 矩形 . 令 :8 一 RR 是 一 个 
有 界 函 数 . 
(a) 令 9 是 一 个 函数 并 且 使 得 


/ 


dyes 


Jesseas rey) 
es 
对 所 有 = A 成立 证 明 : 如 果 了 在 @ 上 是 可 积 的 , 导 么 g 在 4 上 是 可 积 的 并 有 /7 = 人 
oh 


提示: 利用 $10 习题 1] 
(b) 从 出 一 个 例子 使 得 人 7 存在 并 且 全 得 下 列 两 个 际 次 积分 中 的 一 个 存在 而 另 一 个 不 丰 


人 ya 和 人 f(z,y). 
ea lyes es, 
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+(c) 寻求 一 个 使 b) 中 的 两 个 累 次 积分 都 存在 但 积分 a 了 不 存在 的 例子. | 提示 : 一 种 方 
法 是 寻求 9 的 一 个 子 集 5 使 其 闭 包 等 于 Q, 而 且 使 得 S 至 多 包含 每 条 叙 直 线 上 的 一 点 并 且 
至 多 包含 每 条 水 平 线 上 的 一 点 ] 

4. 令 A 是 R? 中 的 一 个 开 集 并 且 了 : 4 一 了 是 C? 类 的 , 令 Q 是 包含 在 4 中 的 一 个 逢 
形 

(a) 用 Fubini 定理 和 微 积分 基本 定理 证 明 


DJ = [ DiDsf. 
/py 人 Do 

(b) 给 出 DazDiy(z) = D1D2f(z) 对 每 个 = e 4 成 立 的 一 种 证 明 并 使 它 不 依赖 于 86 中 
所 给 出 的 证 明 . 
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在 积分 论 的 应 用 中 , 通常 需要 对 非 矩 形 区 域 上 的 函数 进行 积分 , 例如 求 变 密度 
圆 板 的 质量 问题 便 涉及 到 贺 域 上 函数 的 积分 ， 又 如 求 球形 单 的 重心 问题 也 是 如 此 . 
因此 我 们 试图 推广 积分 的 定义 , 其 实 这 并 不 困难 . 

定义 令 3 是 R" 中 的 有 界 集 且 / : S 一 R 是 一 个 有 界 函 数 ; 并 将 函数 
fs:R" 一 RR 定义 为 


_ f(x), zes, 
Po 0， 。 其 他 地 方 


选取 一 个 包含 5 的 矩形 Q, 假若 积分 hs 存在 , 则 将 f 在 5 上 的 积分 定义 为 


[r= 


我 们 必须 证 明 这 个 定义 不 依赖 于 Q 的 选取 , 这 就 是 下 列 引 理 的 实质 . 
引 理 13.1 令 Q 和 Q@ 是 R" 中 的 两 个 矩形 . 若 了: R" 一 及 是 一 个 在 QnQ' 
之 外 为 零 的 有 界 函数 , 那么 
/7 人 5 


其 中 一 个 积分 存在 当 且 仅 当 另 一 个 积分 存在 . 

证 明 首先 考虑 Q c @ 的 情况 . 令 已 是 IntQ 中 使 f 不 连续 的 点 的 集合 . 那 
么 除 在 已 的 点 上 和 可 能 在 BdQ 的 点 上 以 外 , 两 个 函数 了: Q 一 R 和 :9' 一 有 
都 是 连续 的 . 因而 每 个 积分 的 存在 性 等 价 于 要 求 巨 的 测度 为 零 . 
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现在 假设 两 个 积分 都 存在 . 令 已 是 Q' 的 一 个 划分 , 令 P” 是 通过 添加 @ 的 各 
分 量 区 间 的 端点 而 得 到 的 P 的 加 细 , 那么 Q 是 由 P" 决定 的 一 些 子 矩 形 R 的 并 ， 
参看 图 13.1. 如 果 RR 是 由 P” 决定 的 一 个 不 在 Q 中 的 矩形 , 那么 了 在 R 的 某 个 点 
上 为 零 , 从 而 mR(f) < 0. 由 此 可 知 


LP") < UB < 
下 mm ju 人 


因而 推出 wnshr 


图 13.1 


完全 类 似 地 可 以 证 明 U(/,P) > 大 了 因为 P 是 Q' 的 任意 划分 , 由 此 可 知 


/人 
Q QQ 
对 任意 一 对 矩形 @ 和 的 证 明 均 涉及 到 要 选取 包含 这 两 个 矩形 的 一 个 矩形 
9 并 且 注意 到 /7= 人 7= 人 0 
Q 9 人 


在 本 节 的 其 余部 分 , 我 们 将 研究 这 种 积分 的 基本 性 质 和 积分 存在 的 条 件 . 下 节 
我 们 将 ( 尽 可 能 地 ) 导出 计算 这 种 积分 的 方法 . 
引 理 13.2 令 5 是 R" 的 一 个 子 集 且 访 9: 5 一 及. 令 已 G:3 一 R 分 别 由 
下 式 定义 
F(z) = max{/f(z), g(2)}, G(z) = min{f(z),g(z)}. 


(a) 如 果 f 和 9 在 zo 点 连续 , 那么 F 和 G 在 该 点 连续 . 

(b) 车 f 和 g 是 在 5 上 可 积 的 , 则 FF 和 G 也 是 可 积 的 . 

证 明 (a) 设 f 和 9g 在 zo 点 连续 . 首先 考虑 f(zo) = g(zo) = r 的 情况 . 此 时 
F(zo) = G(zo) = ~. 由 连续 性 , 给 定 = > 0, 则 可 选取 5 > 0 使 得 当 |z - zol <5 且 
ZE5 时 就 有 

If(z) -rl <e 和 lg(z) —r| <e. 
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对 于 满足 上 述 条 件 的 =, 下 列 二 式 自 动 成 立 : 
IF(z) - F(zo)| <elG(z)- G(zjol < e. 

另 一 方面 , 设 f(zo) > 9g(zo). 由 连续 性 , 可 以 求 出 zo 的 一 个 邻 域 U 使 得 f(z) 一 
g(z) >0 对 zeEUV 和 ze5S 成立. 于 是 在 UNS 上 , F(z) = f(z),G(z) = g(z), 由 
此 可 知 F 和 G 在 zo 点 连续 . 当 f(zo) < g(zo) 时 类 似 的 论证 成 立 . 

(b) 设 / 和 9 在 3 上 是 可 积 的 . 令 Q 是 包含 5 的 一 个 矩形 . 那么 fs 和 gs 在 
Q 上 分 别 除去 Q 的 一 个 零 测度 集 D 和 EE 之 外 是 连续 的 . 容易 验证 

Fs(z) = max{fs(z),9s(2)}, Gs(z) = min{fs(z),g,(2)}. 


由 此 可 知 Fs 和 Gs 在 Q 上 除去 零 测 集 DUEE 之 外 是 连续 的 , 而 且 Fs 和 Gs 是 有 
界 的 , 因为 fs 和 gs 是 有 界 的 . 于 是 Fs 和 Gs 在 @ 上 是 可 积 的 . 

定理 13.3( 积 分 的 性 质 ) ” 令 S 是 R" 中 的 一 个 有 界 集 ; 令 f,g: 5 一 R 是 有 
界 函 数 . 

(a)( 线 性 性 ) 若 了 和 g 在 5 上 是 可 积 的 , 那么 of + bg 也 是 可 积 的 , 并 且 有 


ferrm=e s+o fs. 


(b)( 比 较 性 质 ) 设 f 和 g 在 S 上 是 可 积 的 , 并 且 对 于 ze 5, f(z) < g(z), 那么 


/sj 


此 外 , |f| 在 5 上 也 是 可 积 的 , 而 且 有 


if nsfu 
(9( 单 调 性 ) 令 Tc s. 若 /在 S 上 是 非 负 的 并 且 在 了 和 S 上 是 可 积 的 ,那么 


fsshs 


(d)( 可 加 性 ) 如 果 3 = SiU ss 并 且 f 在 S, 和 5, 上 是 可 积 的 , 那么 了 在 5 和 
51n Sa 上 都 是 可 积 的 , 而 且 有 


Vr/ a 
证 明 (a) 只 需 证 明 此 结果 对 于 和 矩形 上 的 积分 成 立即 可 , 因为 
(af +bg)s =afs + bgs. 
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这 样 一 来 , 若 设 f 和 9 是 在 Q 上 可 积 的 , 那么 f 和 9 分 别 除去 在 零 测 集 DD 和 已 
上 之 外 都 是 连续 的 . 由 此 可 知 函 数 af + bg 除了 在 集合 DUE 上 之 外 也 是 连续 的 ， 
因而 是 在 Q 上 可 积 的 . 

首先 考虑 a,b > 0 的 情况 . 令 P”" 是 Q 的 任意 一 个 划分 . 若 忆 是 由 P" 决定 
的 一 个 子 矩 形 , 那么 


a mal(f) +b ma(g) < af(z) + bg(z) 
对 所 有 ze RR 成立 . 由 此 可 知 
a ma(f) +b ma(g) < ma(af + bg), 


因而 有 
aL(f,P")+bL(g,P") < L(af +bg,P") < err 


类 似 地 可 以 证 明 
a UU,P") +b UGG, P") > /er +y) 


现在 令 P 和 P' 是 Q@ 的 任何 两 个 划分 , 并且 令 P" 是 它们 的 共同 加 细 . 由 刚才 
的 证 明 可 知 


aL(J,P) +bL(g,P") < (af +69) < aU(f, P) +bU (9, P'). 
于 是 由 定义 ,a +b 人 9 也 在 这 列 不 等 式 两 端的 两 个 数 之 间 . 由 于 和 P' 是 


任意 的 , 因而 推 由 
errm=ef t+ohs 


[cn=-/s 


来 完成 本 款 的 证 明 . 令 P 是 Q 的 一 个 划分 , 而 且 R 是 由 PP 决定 的 一 个 子 矩 形 , 那 
么 对 于 ze R, 则 有 


现在 我 们 通过 证 明 


—Mal(f) < -f(z) < —ma(f), 
因而 有 
—Ma(f) < ma(-f), Ma(-f) < —malf) 
乘 以 v(R) 并 求 和 , 则 得 不 等 式 


U0,P) < I-1,P) < 人 (EE 
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由 定义 ， s+ 也 在 这 列 不 等 式 两 端的 数 之 间 . 因为 P 是 任意 的 , 所 以 本 款 的 结论 


成 立 . 
(b) 只 需 对 和 矩形 上 的 积分 证 明 比 较 性 质 就 行 了 . 因而 假设 f(z) < g(z) 对 = < Q 
成 立 . 如 果 RR 是 包含 在 Q 内 的 任何 矩形 , 那么 对 每 个 =e RR， 


ma(f) < f(z) < g(z). 
于 是 ma(f) < ma(g). 由 此 可 知 , 若 P 是 Q 的 任何 划分 , 均 有 


L(f,P) < Llg,P) < EE 了 


人 J < 人 了 
lf 在 8 上 可 积 的 事实 可 以 从 下 列 等 式 推出 
lf(z)l = max{fz, -f(z)}. 


因为 P 是 任意 的 , 因而 可 以 推出 


将 比较 性 质 应 用 于 不 等 式 
-lf(z)| < f(z) < lfzl 

即 可 得 出 所 要 求 的 不 等 式 . 

(e) 如 果 f 是 非 负 的 并 且 TC 5, 那么 f(z) < fs(z) 对 所 有 z 成 立 . 然后 再 
应 用 比较 性 质 . 

(d) 令 T= S51n S52. 我 们 要 证 f 在 5S 和 了 上 是 可 积 的 . 首先 考虑 f 在 S 上 
是 非 负 的 情况 . 令 Q 是 包含 5 的 一 个 矩形 , 那么 由 假设 , fs, 和 fs, 都 是 在 Q 上 可 
积 的 . 从 等 式 


fs(z) = max{fs,(z), fs,(z)} 和 fr(z) = min{fs,(z), fs,(z)}. 


可 知 fs 和 fr 是 在 Q 上 可 积 的 . 
在 一 般 情况 下 , 置 


f(z) = max{f(z2),0} ， f-(z)= max{-f(z),0} 


因为 了 在 5 和 52 上 是 可 积 的 , 所 以 f; 和 f- 也 是 可 积 的 . 由 已 考虑 边 的 特殊 情 
况 , f 和 f- 都 是 在 S 和 全 上 可 积 的 . 因为 


f(z) = f+(z)— f-(z), 
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所 以 从 线性 性 质 可 知 , 了 在 S 和 T 上 是 可 积 的 . 
将 线性 性 质 应 用 于 等 式 


js(z) = jss(z) + fs,(z) ~ fr(z), 


即 可 得 到 所 期 望 的 可 加 性 公式 . [el 
推论 13.4。 令 51,… ,Sk 是 R" 中 的 有 界 集 , 并 且 假 设 当 i 关 j 时 , 5,n 5; 的 
测度 为 零 . 令 5 = S1U.…U Sk. 如 果 了: 5 一 RR 在 每 个 5, 上 是 可 积 的 , 那么 f 在 


上 也 是 可 积 的 并 且 有 
eh 


证 明 大 = 2 的 情况 从 可 加 性 得 出 , 因为 由 定理 11.3, f 在 St mn 5s。 上 的 积分 
为 零 . 一 般 情形 由 归纳 法 得 出 . 口 

直到 目前 为 止 , 对 于 积分 论 中 所 论 及 的 函数 f, 除 假定 它们 有 界 之 外 , 事先 并 
未 给 予 任何 其 他 限制 . 特别 是 我 们 并 不 要 求 了 是 连续 的 . 原因 是 明显 的 , 为 了 定义 
积分 | f, 即使 在 S 上 连续 的 情况 下 , 也 需要 考虑 函数 fs, 而 该 函数 在 Bds 的 
点 上 让 必 为 连续 

然而 在 本 书 中 我 们 主要 关心 形 如 [is 的 积分 , 其 中 了 是 S 上 的 连续 函数 , 因 
此 我 们 作 如 下 约定 . 

约定 . 今后 我 们 仅 限于 研究 连续 函数 了 : 5 一 R 的 积分 理论 . 

现在 来 考虑 积分 Li 存在 的 条 件 . 即使 假定 f 在 5 上 是 有 界 的 和 连续 的 , 也 


仍然 需要 关于 集合 5 的 某 种 条 件 才能 保证 积分 应 存在 . 下 面 的 定理 就 给 出 了 这 
种 条 件 . 

定理 13.5 令 5S 是 R" 中 的 一 个 有 界 集 , 且 f : 5 一 R 是 一 个 有 界 连续 函数 . 

令 已 是 BdS 中 那些 使 得 下 式 不 成 立 的 点 zo 的 集合 : 
sim, f(s 
如 果 巨 的 测度 为 零 , 那么 / 在 5 上 是 可 积 的 . 

该 定理 的 逆 也 成 立 , 但 由 于 我 们 并 不 需要 它 , 故 将 其 证 明 留 作 习题 . 

证 明令 zo 是 R" 的 不 在 E 中 的 一 点 . 我 们 来 证 明 函 数 fs 在 zo 点 是 连续 
的 , 从 而 定理 成 立 . 

如 果 zo e Int5, 那么 函数 f 和 fs 在 zo 的 一 个 邻 域 上 一 致 . 因为 在 zo 点 
连续 , 因而 fs 也 在 zo 点 连续 . 如 果 zo e Ext5, 那么 fs 在 zo 点 的 一 个 邻 域 上 为 
零 . 设 zo e Bd5, 那么 zo 可 能 属于 5 也 可 能 不 属于 5, 参看 图 13.2. 因为 zog 
所 以 当 = 经 过 5 的 点 趋 于 zo 时 , f(z) 一 0. 由 于 f 是 连续 的 , 由 此 可 知 , 当 zo 属 


0， 
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于 5S 时 f(zo) =0, 并 且 由 于 fs(z), 或 者 等 于 f(z), 或 者 等 于 0, 所 以 当 = 经 过 R” 
的 点 趋 于 zo 时 , fs(z) 一 0. 为 证 明 fs 在 zo 点 连续 , 就 必须 证 明 fs(z) 一 0. 若 
zo & 5, 则 由 定义 知 其 成 立 . 车 zo < 5, 则 如 早已 指出 的 那样 , fs(zo) = f(zo) 为 
零 . 口 


同样 的 方法 可 以 用 来 证 明 下 列 定理 , 该 定理 有 时 
是 有 用 的 . 

定理 13.6。 令 S 是 R" 中 的 有 界 集 ,而 了 : 5 -也 2 8 
是 一 个 有 界 连 续 函 教 令 4 = IntS. 车/ 在 S 上 是 可 2 
积 的 , 则 f 在 4 上 也 是 可 积 的 ， 并 且 /7= 人 7 图 132 

证 明 ”第 一 步 . 证 明 着 fs 在 zo 点 连续 ， 网 f4 在 zo 点 也 连续 并 且 与 js 一 
致 证 明 这 一 点 是 容易 的 . 若 zo e Ints 或 者 zo e Ext 5, 则 fs 和 f4 在 zo 点 的 
一 个 领域 上 一 致 ,因而 结果 是 平凡 的 . 令 zo e Bd fs 在 zo 点 的 连续 性 昔 涵 着 当 
2 一 wo 时 fs(z) 一 fs(z0). 任意 接近 zo 都 有 不 在 S 中 的 点 = 使 得 fs(z) = 0, 因 
此 该 极限 必定 为 0. 因而 fs(zo) = 0. 由 于 fa(z) 或 者 等 于 fs(z) 或 者 等 于 0, 所 
以 当 z 一 zo 时 也 有 fs(z) 一 0. 此 外 , fa(zo) = 0, 因为 zo g 4. 因而 f4 在 zo 点 
连续 并 且 在 zo 点 与 fs 一致 

第 二 步 . 证 明定 理 成 立 . 如 果 7 在 S 上 可 积 , 那么 fs 除了 在 一 个 零 测 集 D 上 
之 外 是 连续 的 , 那么 4 在 不 是 D 中 的 点 上 是 连续 的 , 因而 / 在 A 上 是 可 积 的 . 因 
为 不 在 D 中 的 点 上 , Js - f4 为 零 , 所 以 有 J- 二 0, 其 中 @ 是 包含 5 的 


短 形 .于 是 人 /= 人 让 o 


习 题 


1. 令 ,9g: 8 一 也 并 假定 和 9 是 在 S 上 可 积 的 . 

(a) 证 明 : 如 果 了 和 9 除了 在 一 个 零 测 集 上 之 外 是 一 致 的 , 那么 人 f= 人 9. 

(0) 证 明 : 车 时 ze S f(z) < glz) 并 且 有 /= 人 。 开除 了 在 一 罕 测 集 上 之 外 ，/ 
和 9 是 一 至 的 . 

2. 令 4 是 R* 中 的 一 个 矩形 而 有 是 R" 中 的 一 个 矩形 , 并 有 Q = Ax B. 令 7:Q 一 BR 
是 一 个 有 界 函 数 . 证 明 : 车 Lr 存在 , 则 对 于 =e 4 一 D， 


i fle) 


存在 , 其 中 D 是 R* 中 的 一 个 零 测 集 - 
3. 完成 推论 13.4 的 证 明 . 
4. 令 51 和 32 是 R" 中 的 有 界 集 ; 令 了 : 5 一 R 是 一 个 有 界 函数 .证明 若 了 在 S 和 
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52 上 是 可 积 的 , 那么 了 在 Si 一 S2 上 是 可 积 的 , 并 且 


人 


5. 令 5 是 R" 中 的 有 界 集 , 而 f : S 一 有 是 一 个 有 界 函数 令 A = IntS. 给 出 一 个 使 
了 存在 而 7 不 存在 的 例子 . 
” 6. 在 不 假定 7 在 9 上 连续 的 情况 下 证 明定 理 13.6 成 立 
*7, 证 明 下 列 定理 ， 
定理 令 $ 是 R" 中 的 有 界 集 而 : S RR 是 一 个 有 界 函数 令 D 是 S 中 使 得 / 为 不 
连续 的 点 集 . 令 忆 是 Bds 中 使 
is, /lo) =0 


不 成 立 的 点 集 . 那么 存在 当 且 仅 当 D 和 忆 是 测度 集 

证 明 (a) 证 明 fs 在 每 一 点 zo gD UEE 是 连续 的 

(b) 令 已 是 8 的 孤立 点 的 集合 那么 BC 5, 因为 荐 zo 不 是 5 的 极限 点 , 则 极限 不 能 
有 定义 . 证 明 若 fs 在 zo 点 连续 , 则 zo 4 DU (已 一 已)- 

(c) 证 明 BB 是 可 数 集 . 

(d) 完成 定理 的 证 明 . 


814. 可 求 积 的 集合 


现在 我 们 把 对 矩形 定义 的 体积 函数 扩展 到 R” 的 更 一 般 的 子 集 上 ， 然后 把 这 
个 概念 与 积分 理论 联系 起 来 , 并 将 Fubini 定理 推广 到 某 种 形 如 局 的 积分 . 

定义 邻 5S 是 R" 中 的 有 界 集 , 若 常 函数 1 在 S 上 是 可 积 的 , 则 称 8 是 可 求 
积 的 , 并 且 定义 5 的 (n 维 ) 体积 为 


vs) =/: 


注意 , 这 个 定义 与 以 前 当 5 为 矩形 时 的 体积 定义 是 一 致 的 . 

定理 14.1 R" 的 一 个 子 集 5 是 可 求 积 的 当 且 仅 当 S 是 有 界 的 而 且 Bds 的 
测度 为 零 , 

证 明 在 3 上 为 1 而 在 S 外 为 0 的 函数 1s 在 开 集 ExtS 和 IntS 上 是 连续 
的 , 但 在 BdS 的 每 一 点 都 不 是 连续 的 . 由 定理 11.2, 函数 1s 在 包含 5 的 矩形 Q 上 
是 可 积分 的 当 且 仅 当 BdS 的 测度 为 零 . 口 

下 列 定理 中 列举 了 可 求 积 集 的 若干 性 质 . 

定理 14.2 ” (a)( 正 定性 ) 车 5S 是 可 求 积 的 , 那么 v(S) > 0. 

(b)( 单 调 性 ) 若 5, 和 S2 是 可 求 积 的 并 且 Si C Sz, 那么 v(S1) < v(S2). 
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(QO)( 可 加 性 ) 车 5; 和 52 是 可 求 积 的 , 那么 51 U Sz 和 Si n 9 也 是 可 求 积 的 ， 
并 且 有 
v(S1 U $2) = v(S1) + v(S$2) — v(S1 N $2). 
(d) 设 5S 是 可 求 积 的 , 那么 v(5) = 0 当 且 仅 当 5 的 测度 为 零 . 
(e) 若 5 是 可 求 积 的 , 那么 集合 A = IntS 也 是 可 求 积 的 , 并 且 有 v(S) = v(A). 
(9 车 5 是 可 求 积 的 , 并 且 f : S 一 R 是 一 个 有 界 连续 函数 , 那么 f 在 9 上 是 


可 积分 的 . 
证 明 (a), (b), (c) 从 定理 13.3 得 出 . 将 定理 11.3 应 用 于 非 负 函数 1s 则 得 
(qd). (e) 从 定理 13.6 得 出 , 而 (f) 从 定理 13.5 得 出 . 口 


现在 对 术语 作 一 点 说 明 . 我 们 所 定义 的 体积 概念 被 经 典 地 称 作 容 度 理论 (或 称 
为 Jordan 容 度 ). 使 用 容 度 这 一 术语 使 之 区 别 于 一 种 更 一 般 的 称 为 测度 (或 Lebesgue 
测度 ) 的 概念 . 测度 概念 在 作为 Riemann 积分 的 推广 的 Lebesgue 积分 的 发 展 中 起 
着 重要 作用 . 

与 容 度 相 比 , 测度 对 于 一 个 更 大 的 集 类 有 定义 , 但 是 当 两 者 都 有 定义 时 它们 是 
一 致 的 . 我 们 所 定义 的 “ 零 测 集 ”实际 上 是 其 Lebesgue 测度 存在 并 且 等 于 零 的 集 
合 . 当然 这 样 的 集合 未 必 是 可 求 积 的 . 

Lebesgue 测度 有 定义 的 集合 通常 称 为 可 测 的 . 但 是 对 于 Jordan 容 度 有 定义 的 
集合 没有 普遍 通用 的 相应 术语 . 有 人 把 这 样 的 集合 称 为 “Jordan 可 测 的 ”, 有 人 却 
称 之 为 “积分 的 定义 域 ”， 因 为 有 界 连 续 函 数 在 这 样 的 集合 上 是 可 积 的 ， 有 学 生 向 
我 建议 ,Jordan 容 度 有 定义 的 集合 应 该 称 为 “可 求 容 的 ”. 但 我 采用 了 “可 求 积 的 ” 
这 一 术语 , 因为 长 度 有 定义 的 曲线 通常 称 为 “可 求 长 的 ”, 于 是 就 把 有 体积 ( 容 度 ) 
的 任何 集合 称 为 可 求 积 的 

假若 不 用 定理 14.1 中 记述 的 条 件 , 则 P” 中 可 求 积 的 集 类 是 不 容易 描述 的 . 例 
如 , 试图 认为 R" 中 的 任何 有 界 开 集 或 R" 中 的 任何 有 界 闭 集 应 当 是 可 求 积 的 , 但 
事实 并 非 如 此 , 下 面 的 例子 恰好 说 明 这 一 点 . 

例 1 ”我们 构造 R 中 的 一 个 有 界 开 集 4, 使 得 Bd4 的 测度 不 为 堆 ， 

开 区 间 (0, 1) 中 的 有 理 数 是 可 数 的 , 因而 可 将 它们 排 成 一 个 序列 q1,92,…. 令 
0<a < 1 固定 . 对 于 每 个 i 选取 一 个 长 度 小 于 a/2' 的 开 区 间 (a,,4b,) 使 它 包含 4 
并 包含 在 (0,1) 之 中 . 当然 这 些 区 间 会 有 交 秋 , 但 这 没有 关系 , 令 4 是 R 中 的 下 列 
开 集 : 

A=(a1b) UV (a2,b2) UU.... 

我 们 假设 Bd4 的 测度 为 零 并 导出 矛盾 . 置 = = 1 - a. 由 于 Bd4 的 测度 为 零 ， 
因而 可 以 用 总 长 度 小 于 < 的 可 数 个 开 区 间 来 覆盖 Bd4. 因为 4 是 [0,1] 的 子 集 并 
且 包 含 (0,1) 中 的 所 有 有 理 数 , 所 以 有 有 万 = [0,1]. 因为 万 = 4U Bd4, 所 以 覆盖 
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4 的 开 区 间 连 同 各 开 区 间 (a,,b,)( 它 们 的 并 是 4) 一 起 就 构成 区 间 [0,1] 的 一 个 开 
覆盖 . 覆盖 Bd4 的 各 开 区 间 的 总 长 度 小 于 <, 而 覆盖 4 的 各 开 区 间 的 总 长 度 小 于 
村 a/2' = a. 因为 [0,1] 是 紧 的 , 所 以 它 能 被 这 些 区 间 中 的 有 限 个 区 间 所 覆盖 . 这 些 
区 间 的 总 长 度 小 于 s + a < 1, 这 与 推论 10.5 矛盾 . 

我 们 以 讨论 某 些 特别 有 用 的 可 求 积 的 集合 来 结束 本 节 , 通常 将 这 些 集合 称 为 
“简单 区 域 ”. 我 们 将 会 看 到 , 对 于 这 些 集合 而 言 , Fubini 定理 的 一 种 形式 成 立 . 我 
们 只 是 在 例题 和 习题 中 用 到 这 些 结果 . 

定义 ” 令 C 是 R"-! 中 的 一 个 紧 致 可 求 积 集 , 令 bp,v:C 一 RR 是 使 得 p(z) < 
由 (z) 对 ze C 成 立 的 连续 函数 . 由 下 式 定义 的 R" 的 子 集 5 称 为 R" 中 的 简单 区 
域 : 

S={(z,blzeC 且 d(z) <t < yz)}. 


在 上 述 定义 中 将 变量 t 管 于 最 后 一 个 坐标 的 位 置 并 不 特别 重要 . 如 果 上 +1 = 
n 一 1, 并且 y 和 z 分别 表示 R* 和 Ri 的 一 般 点 , 那么 集合 


5'= {(ballwz)eC 且 gly,z)<t<yyz} 


也 同样 称 为 R" 中 的 简单 区 域 . 

* 引 理 14.3 ”如 果 5 是 R" 中 的 简单 区 域 , 那么 S 是 紧 的 和 可 求 积 的 . 

证 明令 5 是 一 个 如 定义 中 所 述 的 简单 区 域 . 我 们 要 证 明 5 是 紧 的 并 且 Bd5 
的 测度 为 零 . 

第 一 步 . 4 的 图 象 是 由 下 式 定义 的 R" 的 子 集 


Guo= {(z,blzeC 且 = gz)]. 
我 们 来 证 明 BdS 在 下 列 三 个 集合 的 并 集 之 中 , 这 三 个 集合 分 别 是 Go, Gy 和 
D={(z,t)lz € BaCHo(z) <t<y(z)} 


因为 这 些 集合 中 的 每 一 个 都 包含 在 5 中 , 故 由 此 可 知 BdS c 5, 因而 5 是 闭 的 . 由 
于 5 是 有 界 的 , 因而 是 紧 的 . 参看 图 14.1. 

设 (zo,to) 不 属于 三 个 集合 G。,Gs 和 D 中 的 任何 一 个 , 我 们 证 明 (zo,to) 要 
么 在 Ints 中 , 要 么 在 Exts 中 , 可 以 验证 存在 下 列 三 种 可 能 性 : 

GD zogC， 

(2) zo e C 且 to < Wzo) 或 者 to > (zo0)， 

(3) zo e IntC 且 4(zo) < to < V(zo). 
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图 14.1 


在 第 一 种 情况 下 , 存在 zo 的 一 个 不 与 C 相交 的 邻 域 U 那么 UxR 不 与 5 相 
交 , 因而 (zo,to) e Ext5. 

考虑 第 二 种 情况 , 设 to < (zo)， 由 % 的 连续 性 , 可 以 选取 (zo,to) 的 一 个 邻 
域 W 使 得 对 于 ze C 和 (z,t) e W, 函数 glz) 一 t 为 正 . 于 是 W 不 与 5 相交 ， 
而 (zo,to) e Ext5. 车 to > %(zo), 则 类 似 的 论证 也 适用 . 

现在 考虑 第 三 种 情况 . 由 连续 性 , 在 R" 中 存在 (zo,to) 点 的 一 个 邻 域 Ux V 
使 得 UcC 且 函 数 上 - 4z) 和 w(z) 一 t 在 UxV 上 都 是 正 的 . 于 是 UxV 包含 
在 5 中 , 因而 (zo,t0) e IntS. 

第 二 步 . 证 明 Gp 和 Gy 的 测度 为 零 . 

只 需 考虑 Gd 的 情况 即 可 . 在 R"-: 中 选取 一 个 包含 集合 C 的 矩形 Q. 给 定 
E>0, 令 ef=e/2u(Q@). 因为 5 是 连续 的 而 C 是 紧 的 , 故 由 一 致 连续 性 定理 可 知 ， 
存在 一 个 6 > 0 使 得 当 z,y eC 且 |z 一 y| <5 时 就 有 |(z) - yj| < e. 选取 Q 
的 一 个 网 格 距 小 于 5 的 划分 已 , 若 是 由 P 决定 的 一 个 子 矩 形 且 设 RR 与 C 相交 ， 
那么 |6(z) 一 9(y)| < e 对 于 z,y E RNC 成 立 . 对 每 个 这 样 的 R, 选取 RNC 的 一 
点 zR 并 且 定 义 IR 为 下 列 区 间 


Tr = [0(zR) —e', 6(zR) +e1. 


那么 n 维和 矩形 Rx IR 包含 形 如 (z,6(z)) 的 每 一 点 并 且 满 足 > e C n R, 参看 图 
14.2. 
当 R 遍历 所 有 与 C 相交 的 子 矩形 时 , 各 和 矩形 R x I 覆盖 G。, 而 它们 的 总 体 
积 为 
DR x In)= Dv(R)(2e) < 2e'v(Q) =e. 
A 


第 三 步 . 证 明 集 合 D 的 测度 为 零 ,从 而 也 就 完成 了 定理 的 证 明 . 因为 6 和光 
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是 连续 的 并 且 C 是 紧 的 , 所 以 存在 一 个 数 M 使 得 
—M < oz) < pz) < M, zeC. 


给 定 。 > 0, 用 R"-! 中 总 体积 小 于 e/2M 的 矩形 Q1, Q2,… 覆盖 BdC, 那么 R" 
中 的 矩形 @, x [-M, M] 覆盖 D, 而 且 它们 的 总 体积 小 于 <. 口 


-一 一 ax 


图 14.2 
* 定 理 14.4( 关 于 简单 区 域 的 Fubini 定理 ) 令 
S={(z,t)lz e CHo(z) < t < v(z)} 


是 R" 中 的 简单 区 域 ; 令 1 : 3 一 R 是 一 个 连续 函数 .那么 f 在 5 上 是 可 积 的 并 


且 有 ye 
Lr = 人 人 (TZ) et 


证 明 令 Qx [-M,M] 是 R" 中 的 一 个 包含 5 的 矩形 , 因为 f 在 S 上 是 连 
续 的 和 有 界 的 , 并 且 S 是 可 求 积 的 , 所 以 f 是 在 S 上 可 积分 的 . 此 外 , 对 于 固定 的 
zo € Q, 函数 fs(zo,t) 或 者 恒 等 于 零 ( 若 zo gC), 或 者 在 整个 R 上 除去 两 点 之 外 
是 连续 的 . 从 Fubini 定理 得 


Ls=/, ea 


因为 当 = gC 时 内 层 积分 为 零 , 因而 可 将 上 式 写成 


J 
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而 且 除非 8(z) < t < %(z), fs(z,t) 将 为 零 , 而 在 该 情况 下 , fs(z,t) = f(z,t). 因此 
又 可 将 上 式 写成 
所- 人 /ee 9 


上 述 定理 为 我 们 提供 了 一 种 将 n 维 积分 /7 化 成 低 维 积分 的 合理 方法 , 至 少 
在 被 积 函数 连续 且 集合 5 为 简单 区 域 时 是 这 样 

当 集合 5 不 是 简单 区 域 时 , 实际 上 常常 可 以 将 5 表示 成 一 些 简单 区 域 的 并 , 而 
且 它们 仅 在 一 些 零 测度 集 上 出 现 交 和 登 . 积分 的 可 加 性 告诉 我 们 , 可 以 分 别 在 这 些 简 
单子 区 域 上 积分 然后 相 加 来 求 出 积分 局 的 值 . 正 象 在 微 积分 中 那样 , 这 个 过 程 可 
能 是 相当 费劲 的 ， 但 至 少 是 直接 可 行 的 . 

当然 也 有 这 样 一 些 可 求 积 的 集合 , 它们 不 能 用 这 种 方法 划分 成 一 些 简单 区 域 . 
在 这 种 集合 上 求 积分 将 会 更 加 困难 . 一 种 做 法 是 用 简单 区 域 之 并 来 通 近 5, 然后 取 
极限 . 

例 2 ”假设 我 们 要 在 图 14.3 所 画 出 的 R? 中 的 集合 S 上 的 对 连续 函数 / 进 
行 积分 , 但 5 不 是 简单 区 域 , 容易 将 $ 划分 成 仅 在 零 测 集 上 交 丰 的 简单 区 域 , 如 像 
图 中 虚线 所 示 的 那样 . 


图 143 
例 3 考虑 R? 中 由 下 式 给 出 的 集合 5: 


5S={(z,W1 < z+y <4), 


如 图 14.4 所 示 . 然而 5 不 是 简单 区 域 , 但 是 可 以 像 在 
图 中 所 表示 的 那样 , 通过 将 5 划分 成 两 个 仅 在 零 测 集 
上 交 肥 的 简单 区 域 并 分 别 在 它们 上 面积 分 来 求 出 5 上 
的 积分 值 . 当然 求 积分 的 上 下 限 是 一 件 相当 繁琐 的 事 . 
假若 在 微 积分 中 实际 遇 到 这 样 的 问题 , 则 大 可 不 
必 如 此 划分 区 域 , 而 是 应 当 用 极 坐 标 来 表示 积分 . 由 此 
得 出 的 积分 具有 非常 简单 的 积分 限 . 图 144 
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用 极 坐 标 表示 二 维 积分 是 下 一 章 我 们 将 要 论述 的 称 作 “ 代 换 ” 或 “变量 痊 换 ” 
的 一 种 非常 一 般 的 积分 方法 的 特殊 情况 . 

现在 让 我 们 来 作 最 后 一 个 评注 . 在 我 们 讨论 体积 概念 时 还 缺少 一 件 事 没 做 , 那 
就 是 我 们 如 何 知道 集合 的 体积 不 依赖 于 它 的 空间 位 置 呢 ? 换 句 话说 , 如 果 3 是 一 个 
可 求 积 的 集合 , 并 且 h : R" 一 R" 是 一 个 刚体 运动 (这 究竟 意味 着 什么 ), 那么 我 们 
如 何 知道 5 和 h(S) 具有 相同 的 体积 ? 

例如 , 在 图 14.5 中 画 出 集合 5 和 T, 它们 各 表示 一 个 边 长 为 5 的 正方 形 . 实际 
上 ,了 是 由 8 旋转 一 个 角 9 = arctan3 而 得 到 的 . 从 定义 立 得 5 的 体积 是 25. 显然 
了 是 可 求 积 的 ， 因为 它 是 一 个 简单 区 从 但 是 怎样 知道 7 的 体积 也 是 25 呢 ? 

(17) 
(05) (5,5) 


(-34) 
(43) 


(50) 
图 14.5 
当然 我 们 能 够 简单 地 计算 出 v(T). 一 种 作法 是 写 出 其 图 象 分 别 为 了 的 上 下 边 


界 的 函数 w(z) 和 p(x) 的 方程 , 并 在 区 间 [一 3,4] 上 积分 函数 w(z) - p(x). 参看 图 
14.6. 


图 14.6 


另 一 种 作法 是 将 了 包围 在 一 个 矩形 Q 中 , 作 Q 的 一 个 划分 已 , 并 计算 函数 17 
关于 划分 P 的 上 和 与 下 和 . 下 和 等 于 包含 在 T 内 的 所 有 子 矩 形 的 总 面积 , 而 上 和 
是 与 了 相交 的 所 有 子 矩 形 的 总 面积 . 需要 证 明 


LUzr,P)<25<U(lr,P) 


对 所 有 划分 PP 成 立 . 参看 图 14.7. 
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图 147 


这 两 种 作法 都 不 特别 吸引 人 . 我 们 需要 的 是 一 个 普遍 定理 . 下 一 章 我 们 将 证 明 
下 列 结 果 : 
设 h:R" 一 R" 是 一 个 满足 下 列 条 件 的 函数 : 对 所 有 z,y < R"， 


la(z) - (WI = le — yll. 


这 样 的 函数 称 为 等 距 变换 . 如 果 5S 是 R" 中 的 一 个 可 求 积 集 , 那么 T = h(5) 也 是 
可 求 积 的 , 并 且 v(T) = v(5). 


习 题 


1. 令 5 是 R" 中 的 一 个 有 界 集 , 并 且 是 可 数 个 可 求 积 集合 51, 52,… 的 并 . 
(a) 证 明 51U.……U Sn 是 可 求 积 的 . 

(b) 给 出 一 个 例子 说 明 5 未 必 是 可 求 积 的 . 

2. 证 明 : 车 S 和 Sa 是 可 求 积 的 , 那么 5S, 一 52 也 是 可 求 积 的 , 并 且 有 


v(S1 ~ $2) = v(51) — v(S1 N So) 


3. 证 明 ; 车 4 是 R 中 的 一 个 可 求 积 的 非 空 开 集 , 那么 uC4) > 0. 

4 给 出 一 个 有 界 军 测 集 是 可 求 积 集 的 例子 ， 再 给 出 一 个 有 界 符 测 集 是 不 可 求 积 的 例子 . 

5 在 RR 中 寻求 一 个 不 可 求 积 的 有 界 闭 集 

6. 令 4 是 Re 中 的 一 个 有 界 开 集 , 而 了 : R" 一 R 是 一 个 有 界 连续 函数 给 出 一 个 使 得 
人 7 存在 但 /7 不 存在 的 合子 

7 令 3 是 Re 中 的 一 个 有 界 集 - 

(a) 证 明 ; 若 5 是 可 求 积 的 , 那么 集合 也 是 可 求 积 的 , 并 且 有 v(S) = v(5) 

(b) 给 出 一 个 例子 使 得 百 和 IntS 都 是 可 求 积 的 , 但 5 是 不 可 求 积 的 . 

8. 令 4 和 万分 别 是 Re 和 R" 中 的 矩形 . 令 S 是 包含 在 4 x B 中 的 一 个 集合 . 对 每 个 
yeB 令 

Sy = {zlz € AB(z,y) € S} 
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并 将 Sy 称 为 5 的 截 口 . 证 明 : 如 果 5 都 是 可 求 积 的 并 且 对 于 每 个 y, Sy 都 是 可 求 积 的 , 那么 
= v(Sy). 
v5) Les) 


$15. 非 正常 积分 


现在 我 们 来 扩展 积分 的 概念 , 要 在 5 不 必 是 有 界 域 和 / 不 必 为 有 界 函 数 的 情 
况 下 定义 积分 A 了 ,有 时 将 这 种 积分 称 为 非 正常 积分 或 广义 积分 

我 们 仅 在 5 为 R" 中 的 开 集 的 情况 下 来 定义 广义 积分 . 

定义 令 4 是 Rr 中 的 一 个 开 集 并 且 f :4 一 RR 是 一 个 连续 函数 . 若 了 在 4 
上 是 非 负 的 , 则 将 了 在 4 上 的 (广义 ) 积分 定义 为 当 D 遍历 4 的 所 有 可 求 积 子 集 
时 Lr 的 上 确 界 (假若 这 个 上 确 界 存在 ), 并 且 记 为 fs 在 这 种 情况 下 . 我 们 称 
了 在 4 上 是 (广义 ) 可 积 的 . 更 一 般 地 , 若 f 是 4 上 的 任意 连续 函数 , 则 置 


f+(z) = max{y(z),0}， f-(z) = max{ 一 ftz),0}， 
如 果 f+ 和 f- 都 是 可 积 的 , 则 称 f 在 4 上 是 (广义 ) 可 积 的 , 而 且 在 此 情况 下 置 


hr=Lr-sf re, 


其 中 人 始终 表示 广义 积分 


如 果 4 是 R" 中 的 开 集 并 且 / 和 4 都 是 有 界 的 , 那么 现在 /5 有 两 种 意义 . 

它 可 能 表示 广义 积分 , 也 可 能 表示 常 义 积分 . 原来 , 如 果 常 义 积分 存在 , 那么 广义 积 
分 也 存在 并 且 两 种 积分 相等 . 然而 仍 可 能 存在 某 些 意义 不 明确 的 情况 , 因为 当 常 义 
积分 不 存在 时 , 广义 积分 可 能 存在 . 为 了 避免 这 种 模棱两可 的 情况 . 我 们 作 如 下 约 
定 . 
约定 . 若 4 是 R" 中 的 开 集 , 那么 hs 将 表示 广义 积分 , 除非 男 有 特别 声明 . 


当然 , 车 4 不 是 开 集 , 则 不 会 产生 歧义 . 此 时 人 f 必然 表示 常 义 积分 . 

现在 我 们 重新 表述 广义 积分 的 定义 使 它 适合 于 多 种 目的 . 我 们 将 它 叙述 成 在 
微 积分 中 定义 非常 积分 的 方式 . 我 们 从 一 个 予 备 性 的 引 理 开始 . 

引 理 15.1 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 . 那么 存在 4 的 一 列 可 求 积 的 紧 子 集 
C1,C2,… ,它们 的 并 集 为 4, 而 且 使 得 Cw C IJntCw+i 对 每 个 N 都 成 立 . 

证 明令 d 表示 R" 上 的 确 界 度量 d(z,y) = |z yl. 若 BC R", 则 像 通常 
那样 令 d(z, B) 表示 从 = 到 B 的 距离 (参看 $4). 
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现在 令 B= Rn -- 4. 然后 给 定 一 个 正 整 数 N, 令 D 表示 集合 
De= {zld(z, B) > dlz,0) < N}. 


因为 d(z, 8) 和 d(z,0) 都 是 = 的 连续 函数 (参看 定理 4.6 的 证 明 ), 所 以 Dn 是 R" 
的 闭 子 集 . 因为 Dw 包含 在 以 0 为 中 心 , 以 N 为 半径 的 立方 体内 , 所 以 它 是 有 界 的 
因而 也 是 紧 的 . 此 外 Dy 还 包含 在 4 中 , 因为 不 等 式 d(z, B) > 1/N 比 涵 着 z 不 
可 能 在 B 中 . 为 证 明 诸 集合 Dw 覆盖 4, 令 z 是 4 的 一 点 . 因为 4 是 开 集 , 所 以 
d(z,B) > 0. 于 是 存在 一 个 N 使 得 d(z, B) > 1/N 且 d(z,0) < N, 因而 ze Dw. 
最 后 注意 到 集合 
4wr = {eldle, B) > HITEde,0) < N+1) 

是 开 的 (因为 d(x, B) 和 d(z,0) 是 连续 的 ). 因为 由 定义 , Aw+1 包含 在 Dw+i 中 并 
且 它 包含 Dw, 由 此 可 知 Dy C IntDw+1, 参看 图 15.1. 


图 15.1 


各 集合 Dy 不 全 是 我 们 所 要 的 集合 , 因为 它们 可 能 是 不 可 求 积 的 . 我 们 来 构造 
各 集合 Cy 如 下 : 对 于 每 个 = e Dw, 选取 一 个 以 = 为 中 心 并 且 包含 在 IntDw+i 中 
的 闭 立 方 体 . 这 些 立方 体 的 内 部 覆盖 DN, 可 以 选取 其 中 的 有 限 个 使 它们 的 内 部 仍 
然 覆 盖 Dw 而 令 它 们 的 并 为 Cy. 由 于 Cw 是 矩形 的 有 限 并 因而 是 紧 的 和 可 求 积 
的 . 那么 
Dy C IntCy C Cw € IntDyn. 


由 此 可 知 , 各 集合 Cw 的 并 集 等 于 4 而 且 对 所 有 N, Cw C IntCwy1 口 
现在 我 们 来 得 出 定义 的 另 一 种 表述 . 
定理 15.2 令 4 是 R" 中 的 开 集 且 了: 4 一 R 是 连续 函数 . 选取 4 的 一 列 
可 求 积 的 紧 子 集 Cw, 使 它们 的 并 等 于 4, 并 且 使 得 Cw c IntCw+i 对 所 有 N 成 立 . 
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那么 f 在 4 上 是 可 积 的 当 且 仅 当 序列 人 |f| 是 有 界 的 . 在 这 种 情况 下 ， 


Le hr 
从 这 个 定理 可 知 , /在 4 上 是 可 积 的 当 且 仅 当 |/| 在 4 上 是 可 积 的 . 
证 明 ”第 一 步 . 首先 在 /为 非 负 的 情况 下 来 证 明 本 定理 . 此 时 / = ||. 因为 
(由 单调 性 ) 序列 人 7 是 递增 的 , 所 以 当 且 仅 当 它 有 界 时 收 化, 
先 设 / 在 4 上 是 可 积 的 . 若 令 D 遍历 4 的 所 有 可 求 积 的 紧 子 集 , 那么 


Lr<swpth n= fs 


因为 Cw 本 身 也 是 4 的 一 个 可 求 积 的 紧 子 集 . 由 此 可 知 序列 了 是 有 界 的 ， 
而 有 
人 < 人 7 
反 过 来, 再 设 序列 /7 是 有 界 的 ， 令 D 是 4 的 任意 一 个 可 求 积 的 紧 子 集 


那么 DD 被 下 列 开 集 逢 其 
IntC1 C IntC2 C …， 


因而 被 其 中 的 有 限 个 禾 盖 ,并 因此 被 它们 之 中 的 某 一 个 镍 瘟 , 比方 说 是 Cu. 那么 
/< 人 < 如 人 
因为 D 是 任意 的 , 故 由 此 可 知 , / 在 A 上 是 可 积 的 并 且 
/< 汉人 5 


第 二 步 . 现在 令 1 : 4 一 R 是 任意 一 个 连续 函数 . 由 定义 , f 在 4 上 是 可 积 的 
当 且 仅 当 f+ 和 f- 是 在 4 上 可 积 的 ; 而 由 第 一 步 , 这 种 情况 当 且 仅 当 序列 人 ft 
wy 


和 人 广 为 有 界 时 发 生 . 注意 到 
os 
0< fr() < f(a), 0< f(s) < f(a), 


而 
lf(z)|= f+(z) +f-(z) 
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由 此 可 知 ,序列 7:- 和 人 三 是 有 界 的 当 且 仅 当 序列 /17| 是 有 界 的 , 在 这 
cr ho, es 
种 情况 下 , 前 面 两 个 序列 分 别 收 全 于 /f+ 和 了/-. 因为 收 人 序列 可 以 逐 项 相 如 ， 


所 以 序列 
人 和- 人 -人 入 


收 敏 于 了- 人 六, 而且 由 定义 ,后 者 等 于 人 三 0 
现在 我 们 来 验证 广义 积分 的 性 质 , 其 中 许多 关 似 于 常 义 积分 的 相应 性 质 . 然后 
在 广义 积分 与 常 义 积分 都 存在 的 情况 下 将 两 者 联系 起 来 
定理 15.3 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 而 /,g : 4 一 R 为 连续 函数 . 
人 a)( 线 性 性 质 ). 若 和 g 都 是 在 4 上 可 积 的 , 那么 af + bg 也 是 在 A 上 可 积 


的 , 并 且 有 
errm=ef trofs. 


(b)( 比 较 性 质 ). 令 / 和 9 是 在 4 上 可 积 的 , 车 对 = e 4, f(z) < g(z) 那么 


hs<hs 
fnshu 


(9)( 单 调 性 ). 设 B 为 开 集 并 且 Bc 4. 如 果 f 在 4 上 是 非 负 的 并 且 是 可 积 的 ， 
那么 了 在 B 上 是 可 积 的 并 且 


特别 有 


/ 
Js 人 
(d)( 可 加 性 ). 设 4 和 已 是 Re 中 的 开 集 并 且 了 在 AU 上 是 连续 的 . 若 了 在 
A 和 B 上 是 可 积 的 , 那么 了 在 AU B 和 An B 上 是 可 积 的 , 并 且 有 


fa ht hr fost 


注意 到 , 由 前 面 的 约定 . 本 定理 中 的 积分 号 始终 表示 广义 积分 . 

证 明令 Cw 是 一 列 可 求 积 的 紧 集 且 它 们 的 并 是 4, 而 且 还 使 得 Cw C IntCw+1 
对 所 有 N 成 立 . 

(a) 由 常 义 积分 的 比较 性 质 和 线性 性 质 , 有 


Vn (of+ool< lf Wr ft 
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因为 序列 /71 和 lol 都 是 有 界 的 ,所 以 人 lef+bg| 也 是 有 界 的 . 于 是 在 等 


人 er+ 四 = 人 re 


中 取 极限 可 得 线性 性 质 成 立 . 
(b) 车 f(z) < g(z), 则 在 下 列 不 等 式 中 取 极 限 即 可 证 明 本 款 成 立 : 


ksh 


(©) 车 DD 是 B 的 一 个 可 求 积 的 紧 子 集 , 那么 D 也 是 4 的 一 个 可 求 积 的 紧 子 


集 , 因而 由 定义 
/rs 人 


由 于 加 是 任意 的 ,所 以 了 在 上 是 可 积 的 并 且 人 7 < 人 


(d) 令 Dw 是 一 列 可 求 积 的 紧 集 , 它们 的 并 集 是 B 且 使 得 Dy C IntDw+1 对 
每 个 NN 成 立 . 令 
En=CwUDy, Fy=CnNDy. 


那么 Bw 和 Fv 是 两 列 可 求 积 的 紧 子 集 , 它们 各 自 的 并 分 别 是 AUB 和 An B, 参 


CA 


图 15.2 


我 们 来 证 明 Ew C IntEw+1 和 Fw C IntFwhi. 若 ze En, 那么 z 或 者 在 Cw 
中 或 者 在 Dy 中 . 若 为 前 者 , 则 = 的 某 个 邻 域 包含 在 Cw+i 中 ; 若 为 后 者 , 则 z 的 
上 述 邻 域 包 含 在 Ew+1 中 , 因而 = e IntEw+i- 

类 似 的 , 若 = e Fv, 那么 z 的 某 个 邻 域 U 包含 在 Cw+1 中 , 且 有 z 的 某 个 邻 
域 V 包含 在 Dw+i 中 , 因而 的 邻 域 UNV 包含 在 Fw+i 中 , 所 以 有 > e IntFw+. 

常 义 积分 的 可 加 性 告诉 我 们 


9 pL 
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将 此 等 式 应 用 于 |Ph 则 可 以 看 出 /了 和 泊 了 均 以 下 式 为 上 界 ， 


Lm: hm 


因而 / 在 4U B 和 An B 上 是 可 积 的 . 于 是 在 {*) 式 中 取 极限 就 得 到 所 期 望 的 等 
式 . fy 

现在 来 建立 广义 积分 与 常 义 积分 的 联系 . 

定理 15.4 令 4 是 R" 中 的 一 个 有 界 开 集 ,并且 : 4 一 RR 是 一 个 有 界 连 续 
函数 ,那么 广义 积分 人 了 存在; 如 果 各 义 积分 [ 7 也 存在 , 那么 这 两 个 积分 相等 

证 明令 @ 是 包办 4 的 一 个 矩形 . 

第 一 步 . 证 明 / 的 广义 积分 存在 . 选取 M 使 得 |/(z)| < M 对 于 me A 成立 
那么 对 于 4 的 任何 一 个 可 求 积 的 紧 子 集 D, 均 有 

Luns us<u.ue) 
A 


因而 了 在 4 上 是 广义 可 积 的 . 
第 二 步 . 考虑 f 为 非 负 的 情况 . 设 f 在 4 上 的 常 义 积分 存在 . 由 定义 , 它 等 于 
函数 f4 在 Q 上 的 积分 . 若 D 是 4 的 一 个 可 求 积 的 紧 子 集 , 那么 


hs= /1 四 为 在 DEV= I) 
六 
< 人 /4 (由 单调 性 ) 
= (信义 积 分 ) 人/ 
因为 D 是 任意 的 , 故 由 此 可 知 
做 广 积 分 人 7 < (各 义 积分 人 


和 
另 一 方面 , 令 己 是 @ 的 一 2 2 六 
乡 


个 划分 并 且 以 R 表示 由 己 次 RE GG 

定 的 一 般 子 矩形 . 用 RR，… , Rk AAA 
表示 那些 位 于 4 中 的 子 矩形 , 并 26 

且 令 DD= 局 U…U Rx, 参看 图 图 15.3 

15.3. 于 是 ， 


人 
ZUAP)= ma.(f)-v(Ri), 
全 
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因为 车 RR 包含 在 4 中, 则 ma(f4) = ma( 人 ); 车 及 不 包含 在 4 中 , 则 ma(f4) = 0 
另 一 方面 


(Pu(R) < > 了 (由 比较 性 质 ) 


= 


人 了 (由 可 加 性 ) 
< (广义 积分 /7 (由 定义 ) 
因为 划分 P 是 任意 的 , 因而 可 以 推出 
(过 久 积 分 ) 人 7 < (广义 积分 人 


第 三 步 . 现在 来 考虑 一 般 情 况 . 如 通常 那样 写成 了 = ff-. 因为 了 在 4 上 
是 常 义 可 积 的 , 故 由 引 理 13.2, f+ 和 f- 都 是 常 义 可 积 的 , 于 是 


(过 义 积 分 ) f= (党 义 积分 ) 上 /一 (党 六 积分 ) /7 (由 线性 ) 
一 (广义 积分 ) f+ 一 ( 广 义 积 分 ) /六 (由 第 二 步 ) 
= (广义 积分 ) (由 定义) 0 
例 1 若 4 是 Rn 中 的 有 界 开 集 且 了 : 4 一 R 是 一 个 有 界 连续 函数 , 那么 广 
义 积分 7 存在 ,但 常 义 积分 人 7 可 能 不 存在 .例如 令 4 是 14 例 1 中 所 构 和 
有 
的 RR 的 开 子 集 集合 4 是 有 界 的 ,但 B44 的 测度 不 为 于 是 虽然 广义 积 分 了 1 
存在 但 常 义 积分 人 1 却 不 存在 . 
上 面 的 定理 有 一 个 推论 如 下 


推论 15.5 令 5 是 Rr 中 的 一 个 有 界 集 , 并 且 了 : 5 一 R 是 一 个 有 界 连 续 函 
数 . 如 果 f 在 5 是 常 义 可 积 的 , 那么 


( 代 义 积分 ) /7 = (广义 积分 /和 


证 明 ”应 用 定理 13.6 和 15.4. 口 

这 个 推论 告诉 我 们 , 对 于 广义 积分 所 证 明 的 任何 定理 都 与 常 义 积分 有 着 密切 的 
联系 . 下 一 章 将 要 证 明 的 变量 替换 定理 就 是 一 个 重要 的 例子 . 

我 们 已 对 广义 积分 的 定义 给 出 了 两 种 表述 , 下 一 章 还 将 给 出 另外 一 种 表述 . 所 
有 这 些 定义 的 表述 形式 对 于 不 同 的 理论 研究 来 说 都 是 有 用 的 ， 然 而 实际 将 它们 应 
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用 于 计算 问题 时 可 能 有 些 使 用 不 便 . 有 一 种 表述 形式 在 许多 实际 场合 都 是 有 用 的 ， 
在 某 些 例题 和 习题 中 , 我 们 也 将 用 到 它 , 这 便 是 下 面 的 定理 . 

* 定 理 15.6 ” 令 4 是 R" 中 的 开 集 且 了 : 4 一 R 是 一 个 连续 函数 ， 令 
UC U2 C.… 为 一 列 开 集 且 它们 的 并 是 4. 那么 J 存在 当 且 仅 当 序列 £ f 存 


在 并 且 有 界 , 在 此 情况 下 ， 
/eh 


证 明 ”如 往常 一 样 , 只 需 考虑 f 为 非 负 的 情况 即 可 . 
假设 积分 hs 存在 . 广义 积分 的 单调 性 蕴涵 着 了 在 Uw 上 是 可 积 的 并 且 对 于 


每 个 N， 
hisshr 


由 此 可 知道 增 序列 /7 收敛 并 且 有 


反 过 来 ， 设 序列 人 了 存在 并 且 有 界 . 令 D 是 4 的 一 个 可 求 积 的 紧 子 集 . 因 


为 DD 被 各 开 集 UC We …' 覆盖 , 所 以 可 被 它们 当中 的 有 限 个 覆盖 , 因而 也 就 被 
它们 之 中 的 某 一 个 所 歼 盖 , 比方 说 是 Uw. 那么 由 定义 ， 


/< 人 < 人 


/< 人 
在 应 用 这 个 定理 时 , 通常 选取 Ux 是 可 求 积 的 而 且 f 在 Uw 上 是 有 界 的 . 那 
么 积分 了 作为 常 义 积分 存在 (从 而 作为 广义 积分 存在 ) 并 且 可 用 熟悉 的 方法 计 


算 请 看 下 面 的 例子 . 
例 2 ， 令 4 是 R2 中 由 下 式 定义 的 开 集 


由 于 D 是 任意 的 , 所 以 


A={(z,Wlz > 18y > 1). 
令 f(n) = 吉 jz 那么 f 在 4 上 是 有 界 的 , 但 4 是 无 界 的 ， 通 过 置 Cy = 


， 
[| 六 cr 上 可 分 六 于 和 我 人 邮 可 以 和 用 定理 152 来 计 和 人 和 有 
|, 
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定理 15.6 会 更 容 些 , 置 Uy = (1, N)? 并 在 Uy 上 积分 f, 参看 图 15.4. 集合 Un 是 
可 求 积 的 ; f 在 Un 上 是 有 界 的 , 因为 Ux 是 紧 的 并 且 7 在 Ux 上 是 连续 的 . 因而 
/作为 常 义 积分 存在 , 所 以 我 们 可 以 应 用 Fubini 定理 . 作 计算 


/让 太志-( 生 ))， 
从 而 推出 一 1 
例 3 令 B= (0,1)?. 如同 例 2 令 f(y) = 吉 z: 那么 B 是 有 界 的 但 f 在 
局 上 不 是 有 界 的 , 实际 上 , 在 z 轴 和 1 轴 附 近 的 每 一 点 处 / 都 是 无 界 的 . 可 是 着 时 
Un = (#), 那么 / 在 Un 上 是 有 界 的 , 参看 图 15.5. 作 计 算 


/ f=(-1+N)?. 
lo, 
于 是 可 以 断定 不 存在 . 

aA 

a 
oo— Us 
I—Un 
t EI 1 
图 15.4 图 15.5 
习题 


1 令 f ;RR 一 RR 为 函数 f(z) = z. 证 明 : 给 定 入 e R 存在 R 的 一 列 可 求 长 的 紧 子 集 
Cw 其 并 集 为 R, 使 得 对 于 每 个 N, Cx C IntCw+l, 并 且 有 


人 7 


请 问 广义 积分 /了 是否 存在 ? 


人 15， 非 正常 积分 1 


2. 令 A 是 R" 中 的 开 集 且 f,g : 4 一 RR 为 连续 函数 . 设 |f(z)| < g(z) 对 ze 4 成 立 . 
证 明 : 着 人 存在 则 人 7 也 存在 《此 结果 类似 于 无 和 级 数 的 “比较 验 化 法 ”， ) 


3.(a) 令 4 和 B 是 例 2 和 例 3 中 的 集合 ; 令 f(z,y) = 1/(zy)72. 决定 yh 了 和 人 了 是 
否 存在 . 如 果 任何 一 个 存在 , 则 将 它 计算 出 来 
( 令 C=f(zylz>0y>0 令 


f(s) = (2 + VD + VD). 
证 明 : /了 存在 ri 
44 令 f(z,y)= wry + 机 令 A 和 上 B 分 别 是 R? 中 的 下 列 开 集 : 
= {(z,W)!'r >0,z <y < 27)}, 
互 = {(z,y)lz >0,7 <y < 2z?}. 
证 明 ， 人 7 不 存在 7 存 在 并 将 它 计算 出 来 . 参看 图 15.6 


图 15.6 
5. 令 flz,y) = I/z(zy)V2, 其 中 z> 0y>0. 令 
4={lz,n0<z<lz<y<2zh， 


= {(z,lo<z<lzz<y<2z2}. 
而 定 /7 和 人 7 sd 着 存在 , 则 计算 出 来 
入 分 4 是 他 中 由 下 式 定义 的 集合 ， 


A= {Gwe> Lo<y< 车- 


如 果 积分 /a 5 存在 , 则 将 它 计算 出 来 
47. 令 4 和 R" 中 的 一 个 有 界 集 , 且 了 : 4 一 R 是 一 个 有 界 连续 函数 令 Q 是 包含 A 


的 一 个 矩形 . 证 明 
[= /ef 
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*8. 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 . 如 果 4 中 的 每 个 = 都 有 一 个 邻 域 使 得 了 : 4 一 RR 在 该 
邻 域 上 是 有 界 的 , 则 称 / 在 4 上 是 局 部 有 界 的 . 令 (4) 是 在 4 上 局 部 有 界 且 除 去 一 个 堆 测 
度 集 之 外 在 A 上 连续 的 所 有 函数 1 : 4 一 R 的 集合 - 

人 a) 证 明 若 / 在 4 上 连续 , 则 je F(A4) 

人 ) 证 明 : 着 了 在 (入 中 , 那么/ 在 4 的 每 个 村子 集 上 有 界 并 且 广 义 积分 7 的 定 
义 可 以 豪 不 改变 地 适用 . 

(g) 证 明定 理 15.4 对 于 F( 4) 中 的 函数 了 者 成立 

(a) 证 明 ; 车 将 定理 15.4 假设 条 件 中 的 “连续 ” 改 为 “ 除 在 一 零 测 集 上 之 外 连续 ”， 则 定 
理 仍然 成 立 
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在 计算 一 元 函数 的 积分 时 , 最 有 用 的 工具 之 一 就 是 所 谓 的 “ 换 元 法 则 ”, 例如 
在 微 积分 中 计算 如 下 的 积分 时 就 要 用 到 它 : 


人 az+ Dattzjar, 
jo 


作 代 换 y = 2z? + 1, 将 此 积分 化 为 求 积分 


fra 
1 
这 个 积分 是 容易 计算 的 . (在 这 里 我 们 使 用 了 微分 号 “dr” 和 “dy”.) 

本 章 的 意图 是 用 两 种 方式 推广 换 元 法 则 : 

(1) 我 们 将 论述 n 维 积分 而 不 是 一 维 积分 . 

(2) 我 们 将 对 广义 积分 来 证 明 这 个 规则 而 不 是 仅 对 有 界 集 上 的 有 界 函数 的 积分 
来 证 明 . 这 将 要 求 我 们 把 积分 限制 在 R" 中 的 开 集 上 . 但 是 正如 推论 15.5 所 证 明 
的 那样 , 这 不 是 一 个 很 严格 的 限制 . 

我 们 把 换 元 规则 的 广义 形式 称 为 变量 替换 定理 . 
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为 了 证 明 变量 替换 定理 , 我 们 需要 重新 表述 广义 积分 /i 的 定义 , 我 们 可 以 
通过 把 集合 4 分 解 成 一 些 可 求 积 的 紧 集 Cw, 并 取 相应 积分 Ne 的 极限 从 而 求 
出 积分 fs 按照 新 的 方法 , 则 应 将 函数 f 分 解 成 若干 个 函数 fy, 使 其 中 每 个 函 


数 在 一 个 紧 集 之 外 为 零 , 再 取 相应 积分 fm 的 极限 . 这 种 方法 有 许多 优点 , 尤其 
是 对 于 理论 研究 更 为 合适 . 它 将 自始至终 地 出 现在 本 书 的 剩余 部 分 . 

这 种 方法 涉及 到 本 节 将 要 定义 的 “单位 分 解 ”的 概念 , 这 是 数学 中 较 近 代 才 产 
生 的 一 个 概念 . 

我 们 从 几 个 引 理 开始 . 

引 理 16.1 令 Q 是 R" 中 的 一 个 矩形 . 则 存在 一 个 C™ 函数 6:R" 一 RR 使 
得 当 ze Int @ 时 , yz) > 0; 否则 p(z) = 0. 


114 第 四 章 变量 替换 


证 明 令 了 :有一 R 由 下 式 定义 


e-#, zr>0, 
f ©-{ 0， 其 他 情形 . 

那么 当 z > 0 时 f(z) > 0. 这 是 一 元 分 析 的 标准 结果 , 因为 / 是 C™ 的 . (证 明 概 
括 在 习题 中 . ) 定义 

g(z) = f(z)  f(1 ~ z). 
那么 g 是 Ce 的 , 而且 对 0<z<1,9g 是 正 的 , 而 在 其 他 点 处 为 零 . 参看 图 16.1. 最 
后 ,车 

= [a1,b1] x x [an, bn], 


oa- (时 个) (名)…s (名 各) no 


则 定义 


y=/(D y=9D 


图 16.1 


引 理 16.2 令 4 是 Rn 中 的 一 族 开 集 , 它们 的 并 是 4. 那么 存在 包含 于 4 中 
的 矩形 的 一 个 可 数 族 Q1, Qa,… ,使 得 

(D 集 族 mtQ, 覆盖 4. 

(2) 每 个 Q, 包含 在 4 的 一 个 成 员 中 . 

(3) 4 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 使 得 该 邻 域 只 与 有 限 个 集合 Q, 相交 . 

证 明 “寻求 满足 (1) 和 (2) 的 矩形 Q, 并 不 困难 , 较 困难 的 是 如 何 选取 它们 使 
之 也 满足 (3), 即 满足 所 谓 的 “局 部 有 限 性 条 件 ”. 

第 一 步 . 令 Di, D2,… 是 4 的 一 列 紧 子 集 , 其 并 为 4, 并 且 使 得 D, c Int D,+1 
对 每 个 i 成 立 . 为 了 记号 的 方便 , 对 i < 0, 令 D, 表示 空 集 . 然后 对 每 个 i, 定义 


及 = 疡 -ImtDP- 


作为 D, 的 子 集 , 集合 B, 是 有 界 的 , 并 且 它 作为 闭 集 D, 和 Rn - Int D,_; 的 交 也 
是 闭 的 , 因而 B, 是 紧 的 . 另外 , Bi 与 闭 集 D2 不 相交 ， D,_ac IntDi-l. 对 
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每 个 = e B,, 选取 一 个 以 = 为 中 心 的 闭 立方 体 Cz 使 之 包含 在 A 中 并 且 不 与 Di -> 
相交 . 此 外 , 还 要 选取 Cz 充分 小 使 它 包含 在 开 集 族 4 的 一 个 成 员 中 , 参看 图 16.2. 


诸 立方 体 Cz 的 内 部 履 盖 Bi, 从 中 选取 有 限 个 立方 体 使 它们 的 内 部 仍 能 覆盖 
已, 令 名 表示 该 立方 体 的 有 限 族 . 参看 图 16.3. 


图 16.5 


第 二 步 . 令 G 为 集 族 
= 人 UU.…， 


那么 9 是 矩形 ( 实 为 立方 体 ) 的 一 个 可 数 族 . 我 们 来 证 明 该 集 族 满足 引 理 的 要 求 . 

由 构造 可 知 , 多 的 每 个 成 员 都 是 包含 在 集 族 4 的 一 个 成 员 中 的 矩形 . 我 们 要 
证 明 这些 和 矩形 的 内 部 覆盖 4. 给 定 = < 4, 令 i 是 使 得 = e Int D, 的 最 小 整数 , 那 
么 = 是 集合 B, = D, - Int D,_: 中 的 元 素 . 因为 属于 集 族 名 的 立方 体 的 内 部 覆盖 
也 ,所 以 点 = 位 于 这 些 立方 体 之 一 的 内 部 - 

最 后 来 验证 局 部 有 限 性 条 件 . 给 定 zx, 则 有 z e Int D, 对 某 个 i 成立 . 由 构造 
可 知 , 属于 各 集 族 咯 +2, 宫 +3,… 之 一 的 每 个 立方 体 不 与 D, 相交 . 因此 开 集 Int D， 
只 可 能 与 属于 集 族 久 ,… ,名 +1 之 一 的 立方 体 相交 . 因而 = 有 一 个 邻 域 只 与 集 族 
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多 中 的 有 限 个 立方 体 相交 . 口 

我 们 指出 , 局 部 有 限 性 条 件 对 4 中 的 每 一 点 z 成 立 , 但 是 对 于 Bd4 中 的 点 = 
不 成 立 . 可 以 验证 , 这 种 点 的 每 个 邻 域 必 与 集 族 多 中 的 无 穷 多 个 立方 体 相交 . 

定义 车 4: Rr 一 RR, 那么 5 的 支 集 定义 为 集合 {zld(z) 关 0} 的 闭 包 并 且 
记 为 suppd, 换 句 话说 , % 的 支 集 由 下 列 性 质 描述 : 若 = csuppd, 则 z 有 一 个 邻 域 
使 得 函数 4 在 该 邻 域 上 恒 为 零 . 

定理 16.3( 单 位 分 解 的 存在 性 ) 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 族 , 且 4 是 它们 的 
并 . 则 存在 连续 函数 办 : R" 一 R 的 序列 1,62，… 使 得 : 

(1) 办 (z) > 0 对 所 有 z 成 立 . 

(2) 集合 5, = supp 内 包含 在 4 中 . 

(3) 4 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 只 与 有 限 多 个 集合 5, 相交 . 


(4) 对 每 个 ce 4 并 itz) = 


Et 

(5) 各 函数 都 是 C™ 的 . 

(6) 各 集合 5; 都 是 紧 的 . 

(7) 对 于 每 个 忆 集合 5, 包含 在 4 的 一 个 成 员 之 中 . 

满足 条 件 (1)-(4) 的 函数 族 {6:} 称 为 4 上 的 单位 分 解 . 若 它 还 满足 (5), 则 称 
之 为 Ce 的 ; 若 它 满足 (6), 则 称 它 具 有 紧 支 集 ; 若 它 满足 (7), 则 称 它 是 由 集 族 A 
决定 的 或 称 它 是 从 属于 A 的 . 

证 明 ”给 定 A 和 4, 令 Q1,Q2,… 是 满足 引 理 16.2 所 述 条 件 的 A 中 矩形 的 
一 个 序列 . 对 每 个 令 办 : R" 一 R 是 一 个 Cw 函数 并 且 在 Int Q, 上 取 正 值 , 而 
在 别处 为 零 , 那么 对 所 有 z, 办 (z) > 0. 而 且 supp = Q,, 而 Qi 是 4 的 一 个 紧 子 
集 并 且 包 含 在 4 的 一 个 成 员 中 . 最 后 , 4 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 仅 与 有 限 个 Q, 相 
交 . 因而 集 族 {w,} 满足 定理 中 除 (4) 之 外 的 所 有 条 件 . 

条 件 (3) 告诉 我 们 , 对 于 = < 4, 各 数 办 (z),w2(z),… 中 只 有 有 限 个 不 为 零 ， 
因而 级 数 


AMz) = Dw) 


平凡 收 敏 . 因为 每 个 = e 4 都 有 一 个 邻 域 使 得 Mz) 在 该 邻 域 上 是 C~ 函数 的 有 
限 和 , 所 以 A(z) 是 Cs 的 . 最 后 , 对 每 个 = e 4, Mz) > 0. 给 定 >, 则 有 一 个 矩形 
Q, 其 内 部 包含 =, 由 此 如 (z) > 0. 现在 我 们 定义 


由 (z) = 办 (z)/A(z)， 
那么 各 函数 央 满足 定理 的 所 有 条 件 . 口 


816， 单位 分 解 117 


条 件 (1) 和 (4) 蕴涵 着 对 于 每 个 = <e 4, 各 数 5.(z) 实际 构成 一 个 “单位 分 解 ”， 
即 它们 把 单位 1 表示 成 一 些 非 负数 的 和 . 局 部 有 限 性 条 件 (3) 有 这 样 一 个 结论 : 对 
包含 在 4 中 的 任何 紧 集 C, 都 有 一 个 包含 C 的 开 集 使 得 力 在 该 集合 上 除 对 有 限 
个 i 之 外 全 为 零 . 为 了 找到 这 样 一 个 开 集 , 用 有 限 多 个 邻 域 柳 盖 C, 并 且 使 得 在 每 
个 邻 域 上 除 对 有 限 多 个 i 之 外 95, 为 零 , 然后 取 这 个 有 限 邻 域 族 之 并 . 

例 1 令 f:R 一 R 是 由 下 式 定义 的 函数 


人 +cosz)/2, —r <r<n, 
其 他 . 


那么 / 是 C 类 的 ,对 每 个 整数 m > 0, 置 pom+i(z) = f(z - mr); 对 每 个 整数 
站 > 1, 置 bom(z) = /(z+mn). 那么 函数 族 {9.} 构成 R 上 的 一 个 单位 分 解 . 办 的 
支 集 5, 是 一 个 形 如 [kr,(k + 2)r] 的 闭 区 间 , 这 是 一 个 紧 集 , 并 且 R 的 每 一 点 都 有 
一 个 邻 域 , 该 邻 域 至 多 与 集合 5, 中 的 三 个 相交 . 请 读者 自行 验证 于 (zx) = 1. 因 
而 { 办 } 是 及 上 的 一 个 单位 分 解 . 参看 图 16.4. 


f(z)= 


现在 我 们 来 考察 单位 分 解 和 广义 积分 之 间 的 联系. 为 此 需要 一 个 预备 引 理 . 
引 理 16.4 令 4 是 R" 中 的 开 集 且 f : 4 一 有 是 一 个 连续 函数 . 若 / 在 4 
的 紧 子 集 C 之 外 为 夫 , 那么 积分 /7 和 人 了 存在 并 且 相等 
c 
证 明 “积分 /7 存在 是 因为 C 是 有 界 的 并 且 在 A 上 等 于 了 而 在 C 外 为 零 


的 函数 fc 在 整个 Rn 上 是 连续 的 和 有 界 的 . 

令 C 是 一 列 可 求 积 的 紧 集 , 它们 的 并 是 A, 并 且 使 得 CC Int Ci 对 每 个 i 
成 立 , 那么 C 被 有 限 个 集合 IntC, 履 盖 , 从 而 被 它们 之 中 的 某 一 个 , 比方 说 是 Cw 
覆盖 . 因为 / 在 C 外 为 零 ,所 以 对 所 有 N > M， 


将 这 一 事实 应 用 于 | 由 可 证 明 lim 和 | 存在 , 因而 / 在 4 上 是 可 积 的 ; 将 它 应 
用 于 /, 则 可 证 明 人 7 = imf s/s 0o 


图 16.4 
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定理 16.5 邻 4 是 R" 中 的 开 集 且 f :4 一 R 为 连续 函数 . 令 {} 是 4 上 
的 一 个 具有 紧 支 集 的 单位 分 解 . 那么 积分 人 7 存在 当 且 仅 当 级 数 


pal Re 


[el 


注意 到 , 由 上 面 的 引 理 ,积分 人 4/ 存在 并 且 等 于 常 义 积 分 人 sy 中 s, = 


supp $). 
证 明 首先 考虑 / 在 4 上 为 非 负 的 情况 . 


第 一步 假设 在 上 是 非 负 的 并 且 级 数 立 | /4.] 收 全 我 人 来 证 明 人 7 


fis [fo 


令 DD 是 4 的 一 个 可 求 积 的 紧 子 集 . 存在 一 个 M 使 得 对 所 有 i > M, 函数 在 吕 
上 恒 为 零 . 那么 对 ze DD， 


收敛 ; 在 此 情况 下 


yta) = ate 
于 是 可 以 推出 , 

[> [eatttt 珊 
< bp [/ 息 | (由 单调 性 ) 
= [区 (tam) 
< [ 人 |. 

由 此 可 知 /在 4 上 是 可 积 的 并 且 有 


hE 
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第 二 步 . 假设 在 4 上 是 非 负 的 并 设 f 在 4 上 是 可 积 的 ， 我 们 证 明 级 数 
并 [人 sj 收 放 给 定 , 则 有 


ba A (由 线性 性 质 ) 
| < 帮 f，( 由 比较 性 质 ) 


因而 级 数 兄 [ 村 | 收 人 因为 它 的 部 分 和 有 界 并 且 它 的 和 小 于 或 者 等 于 人 / 


现在 证 明子 定理 对 于 非 负 函 数 成立. 
第 三 步 . 考 由 任意 连续 汪 数 1: 4 -有 的 情况. 由 定理 152, 积分 /了 存在 当 


且 仅 当 积分 /1 存在 , 并 且 由 第 一 步 和 第 二 步 , 当 且 仅 当下 列 级 数 收敛 时 这 种 情 


况 发 生 ， 四 
到 [ 人 a 咱 3 


二 


另 一 方面 , 如 果 人 了 存在 , 那么 


Ar- 人 (a 多 
->| fan -> bf-] 昌 逢 一 步 和 第 二 期 
-三 [人 全 /电线 性 性 夺 )， 


因为 收敛 级 数 可 以 逐 项 相 加 . 口 
习 题 
4. 证 明 引 理 16.1 中 的 函数 了 是 C 的 如 下 : 给 定 任何 整数 n > 0, 用 下 式 定义 刀 :了 一 及 


_ erva)/zw 2>0, 
m={ 0 人 
(a) 证 明 所 在 0 点 连续 . | 提示 : 证 明 a < e* 对 所 有 a 成 立 , 然后 置 a = t/2n 推出 


- _ 
到 < 
置 + 二 并 且 让 = 通过 正信 趋 于 0. ] 
(bj 证明 所 是 在 0 点 可 微 的 . 
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(Q) 证 明 所 (z) = 大 +a(z) - nfstn(z) 对 所 有 = 成 立 . 

(d) 证 明 六 是 Ce 的 

2. 证 明 例 1 中 定义 的 函数 构成 R 上 的 一 个 单位 分 解 . [提示 : 对 所 有 整数 m, 令 fm(z) = 
f(z - mm). 证 明 于 fom(z) = (1 + ecosz)/2. 然后 求 出 开 六 n+a(z). ] 

3. (a) 令 5 是 R" 的 一 个 任何 子 集 , 令 zo < 5. 我 们 称 函数 了 : 3 一 R 在 zo 点 是 C7 
可 微 的 , 假如 有 zo 点 在 R" 中 的 一 个 邻 域 [ 上 定义 的 一 个 Cr 函数 9: 避 一 及 使 得 9 与 了 
在 UNS 上 一 致 . 在 这 种 情况 下 , 证 明 若 5 : R" 一 R 是 一 个 支 集 在 U 中 的 C” 函数 , 那么 
函数 

i { sa)slo), zeU, 
0, z ¢ supp 办 

是 完全 确定 的 并 且 在 R"* 上 是 Cr 的 

(b) 证 明 下 列 定理 : 

定理 ”如果 函数 了 : S 一 R 在 S 的 每 一 点 zo 处 C" 可 微 的 , 那么 f 能 被 扩张 成 一 个 在 
R" 的 包含 5 的 一 个 开 集 4 上 定义 的 C" 函数 h: 4 一 R. [提示 : 用 适当 选取 的 邻 域 种 盖 5， 
令 4 是 它们 的 并 , 再 取 一 个 由 该 邻 域 族 决定 的 4 上 的 C™ 单位 分 解 . ] 
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现在 来 讨论 一 般 变量 替换 定理 , 我 们 从 回顾 它 在 微 积 分 中 使 用 的 形式 开始 . 虽 
然 这 种 形式 通常 在 一 元 微 积分 基本 教程 中 都 予以 证 明 , 但 是 在 这 里 我 们 仍然 给 出 它 
的 证 明 . 

先 回忆 一 个 基本 约定 : 若 f 在 [a,j 上 是 可 积 的 , 则 定义 


As 


定理 17.1( 换 元 法 则 ) ” 记 工 = lo, 路, 令 g:1 一 RR 是 一 个 C1 类 的 函数 并 且 对 
于 ze (a,b),g'(z) 关 0. 那么 g(1) 是 一 个 以 g(a) 和 g(b) 为 端点 的 闭 区 间 J 如 果 


:J 一 RR 是 连续 的 , 那么 
"glb) b 
局 71= /can 


Jr= /uceot 


证 明 ”9%' 的 连续 性 和 介 值 定理 比 涵 着 在 整个 (a,8) 上 , 要么 g(z) > 0, 要 么 
9 (z) < 0. 因此 由 中 值 定理 , 9 在 工 上 或 者 严格 递增 , 或 者 严格 递减 . 因而 g 是 一 一 
的 . 在 g' > 0 的 情况 下 , g(a) < g(b), 而 在 g' < 0 的 情况 下 , 则 有 g(a) > g(b). 无 论 
在 哪 种 情况 下 , 均 令 J = [c,d] 表示 以 g(a) 和 g(b) 为 端点 的 区 间 , 参看 图 17.1. 介 


或 者 等 价 地 有 
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值 定理 蕴涵 着 9 把 了 映射 到 J 上. 于 是 复合 函数 f(g(z)) 对 [a, 引 中 的 所 有 z 都 有 
定义 , 从 而 至 少 定理 有 意义 
a a 


[RE] y= 


图 17.1 


rw=f 


因为 7 是 连续 的 , 所 以 微 积分 基本 定理 蔓 涵 着 FF'(y) = f(y). 考虑 复合 函数 h(z) = 
F(g(z)), 由 链 规则 , 微分 这 个 函数 得 


对 于 [c, 可 中 的 y 定义 


M(x) = 本 (9(z)) g'(z) = fo(z)) g'(z). 
因为 后 一 个 函数 是 连续 的 , 所 以 用 微 积分 基本 定理 对 其 积分 , 则 有 


ab 
fk f(g(z))g (x) = h(b) — h(a) = F(g(b)) — F(g(a)) 


. 9 1 


由 于 e 或 者 等 于 g(a) 或 者 等 于 g(b), 但 是 无 论 在 哪 种 情况 下 , 这 个 等 式 均 可 写成 下 
列 形式 


0) 人 rei.= / 机 f 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 第 一 个 等 式 . 
在 g > 0 的 情况 下 , J = [g(a),g(b)]. 因为 在 这 种 情况 下 lg'| = 9, 所 以 (4) 式 
可 以 写成 下 列 形式 


人) /usooi= fs 


在 9 < 0 的 情况 下 , J = [9(b),g(a)]. 因为 在 此 情况 下 , |g'| = -g', 所 以 (*) 式 同样 
也 可 以 写成 (**) 式 的 形式 . 口 
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例 1 考虑 积分 


=1 


(2z2 + 1)'°(4z). 


=y" 有 gs)= 2z2+1 那么 gf(z) = 4z, 并 且 对 于 0 < z < 1, 它 取 正 值 ， 
17.2. 由 换 元 法 得 


Ey 
VC AC A RC NE 


内 作 


图 17.3 


1 1/( — 2. 
4 
在 微 积分 中 可 以 如 下 进行: 对 -也 <z < 了 置 y= g(z) = sinz. 那么 gr(z) = cosz， 


也 
它 在 (- 于 3) 上 为 正 的 并 且 满足 条 件 g (了) = -1 和 9 (了) = 1. 参看 图 17.3. 


车 f(y) 在 区 间 [-1,1] 上 是 连续 的 , 那么 由 换 元 法 则 ， 


-on 


将 此 规则 应 用 于 函数 f(y) = 1/(1 一 她)'/?, 则 有 


1 /2 /2 
~ Ma-m2 = 人 [UV(L- sin2z)/?cosz = 1=7. 

-1 x/2 一 /2 
至 此 , 似乎 问题 已 经 解决 了 . 然而 , 其 中 有 一 个 潜在 的 问题 , 那 就 是 换 元 法 并 不 适用 
于 这 种 情况 , 因为 函数 f(y) 在 区 间 -1 <y < 1 上 不 是 连续 的 . 实际 上 f 的 积分 是 
一 个 非 正常 积分 , 因为 了 在 区 间 (-1,1) 上 甚至 不 是 有 界 的 . 

正如 早已 指出 的 那样 , 我 们 将 把 代 换 规则 推广 到 n 维 积分 并 且 对 于 广义 积分 

而 不 仅 是 对 正常 积分 来 证 明 它 . 一 个 原因 是 在 这 种 背景 下 , 广义 积分 反而 比 正 常 积 
分 更 容易 处 理 . 另 一 个 原因 是 , 即使 在 初等 问题 中 人 们 也 往往 需要 在 像 例 2 所 示 的 
定理 17.1 不 适用 的 情况 下 来 使 用 代 换 规则 . 
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车 要 推广 这 个 规则 就 必须 先 弄 清 在 n 维 广义 积分 中 “ 代 换 ”或 “变量 替换 ”是 
什么 . 这 便 是 下 列 定义 . 

定义 令 4 是 R" 中 的 开 集 ; 令 g: 4 一 R" 是 一 个 一 一 的 C" 类 的 函数 , 并 
且 使 得 det Dg(z) 关 0 对 ze 4 成立 . 那么 9 就 称 为 R" 中 的 一 个 变量 替换 . 

一 个 等 价 的 概念 是 : 若 A 和 B 是 Rn 中 的 开 集 而 9 : 4 一 B 是 一 个 将 4 映 
射 到 B 上 的 一 一 的 函数 并 且 使 得 9 和 g-! 都 是 C" 类 的 , 则 称 9 是 一 个 (C" 类 
的 ) 微分 同 胚 . 于 是 若 9 是 一 个 微分 同 胚 , 那么 链 规则 蕴涵 着 Dg 是 非 奇 异 的 , 因 
而 det Dg # 0, 从 而 9 也 是 一 个 变量 替换 . 反 过 来 , 若 9 : 4 一 R" 是 R" 中 的 一 
个 变量 替换 , 那么 定理 8.2 告诉 我 们 , 集合 B = 9(4) 是 R" 中 的 开 集 , 并 且 函 数 
9 1: 有 一 4 是 Cr 类 的 . 因而 “微分 同 胚 " 和 “变量 替换 ”是 同一 概念 的 不 同 说 法 

现在 来 令 述 一 般 的 变量 替换 定理 . 

定理 17.2( 变 量 蔡 换 定理 ) 令 g : 4 一 3 是 R" 中 开 集 间 的 微分 同 胚 ， 令 
f:B 一 RR 是 一 个 连续 函数 . 那么 f 在 B 上 是 可 积 的 当 且 仅 当 函数 (f og)|det Dgl| 
是 在 4 上 可 积 的 , 在 此 情况 下 ， 


hr= /eolaapo 


注意 到 在 n = 1 的 特殊 情况 下 , 导数 Dg 是 元 素 为 g' 的 一 个 1 x 1 矩阵 . 因而 
这 个 定理 包括 经 典 的 换 元 规则 作为 它 的 一 种 特殊 情况 .当然 它 还 包含 更 多 的 内 容 ， 
因为 它 所 涉及 的 积分 是 广义 积分 . 例如 , 它 证 明 在 例 2 中 所 作 的 计算 是 合理 的 . 

我 们 将 在 后 面 的 $19 来 证 明 这 个 定理 . 目前 我 们 先 来 说 明 怎样 用 它 证 明 通 常 
在 多 元 微 积分 中 所 作 的 计算 是 合理 的 . 

例 3 令 B 是 R? 中 由 下 式 定义 的 开 集 : 


B={(zWz >0vy>0 有 + <a). 


人 们 通常 用 极 坐标 变换 来 计算 B 上 的 积分 ,如 /加 等 . 极 坐 标 变换 9 : R2 一 R? 
是 由 下 式 定义 的 : 
g(r,0) = (rcosbrsing). 


容易 验证 det De(r,9) = r, 而 且 映 射 9 把 (r, 6) 平面 上 的 开 矩 形 
4={elo<r<a0<0< 2} 


一 一 地 映射 到 B 上 . 因为 在 4 上 det Dg =r > 0, 所 以 g : 4 一 B 是 一 个 微分 同 
胚 . 参看 图 17.4. 
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/2 4 


图 174 
变量 替换 定理 蕴涵 着 
zr = /emopesanoPr 
a 用 


因为 式 子 右 端 无 论 作为 广义 积分 还 是 作为 正常 积分 都 存在 , 所 以 用 Fubini 定理 容 
易 求 出 它 的 值 . 
例 4 ”假设 要 在 下 列 开 集 上 来 求 函 数 z2y? 的 积分 : 


三 ={(z,glz2+ 妇 <o]. 


在 这 里 要 使 用 极 坐标 将 会 更 复杂 一 些 . 在 这 种 情况 下 极 坐标 变换 9 不 能 在 (7,0) 平 
面 上 的 开 集 与 W 之 间 定 义 一 个 微分 同 胚 . 然而 9 却 可 以 在 开 集 U = (0,a) x (0,2) 
与 R? 的 开 集 

V={(z,Y)lr +y < a 有 By = 0 时 z < 0} 
之 间 定 义 一 个 微分 同 胚 , 参看 图 17.5. 集合 V 是 由 W 删 去 非 负 的 z 轴 而 构成 的 . 
因为 非 负 zx 轴 的 测度 为 零 , 所 以 


/= 


上 式 右边 的 积分 可 以 利用 极 坐标 变换 表示 成 U 上 的 积分 . 


图 17.5 
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例 5 令 B 是 Rs 中 由 下 式 定义 的 开 集 
B={(z,y,z)|z >0,y>0,77+y +2 <a}. 


人 人 们 通常 是 利用 球 坐标 变换 来 计算 上 像 zy 这 样 的 积分 , 球 坐标 变换 是 由 
下 式 定义 的 变换 9 : Ra 一 Ra， 


g(p, 办 9) = (psingecosbpsin dsinO, pcos®). 


于 是 可 以 验证 det Dg = p?. 因而 当 0<4 < 且 p 关 0 时 , det Dg 为 正 . 可 以 验证 
变换 g 把 开 集 


4={oeaolo<p<awo<e<mo<bg< 耻 
一 一 地 映射 到 8 上 , 参看 图 17.6. 因为 在 4 上 det Dg > 0, 所 以 变量 普 换 定理 蕴涵 着 
站 az oanscmmoploeosgjm sing. 
| a 


右边 的 积分 可 由 Fubini 定理 求 出 . 
8 


ky 


图 17.6 


人 


习 题 
1. 检验 在 例 3 和 例 5 中 所 做 的 计算 . 
2. 车 
V={(z,y 5) + +2 <a zz>0), 
试用 球 坐 标 变换 把 积分 让 = 表示 成 (p,$,8) 空间 中 的 一 个 适当 集合 上 的 积分 , 并 证 明 你 的 答 
案 是 合理 的 . 
3. 令 U 是 R? 中 所 有 满足 lzll < 1 的 z 组 成 的 开 集 , 对 于 (z,y) # 0, 令 f(z,y) = 


Er 确定 了 在 U0 和 R? 一 六 上 是 否 可 积 , 若 可 积 , 则 求 出 它们 的 值 . 
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4 (a) 证 明 : 若 下 列 两 个 积分 中 的 第 一 个 存在 , 则 


ee- 区- 


(b) 证 明 上 面 两 个 积分 中 的 第 一 个 存在 并 求 出 它 的 值 . 
5. 令 日 是 R2 的 第 一 象限 中 由 双 曲线 zy = 1 和 zy =2 及 两 条 直线 y=z 和 y = 4z 所 图 
成 的 区 域 . 求 积分 人 zy 的 值 . [提示 : 置 z =u/v 且 y-uu ] 


全 令 S 是 ER 申 以 (0,0,0)、(1,2, 33、 (0,1) 及 (1 1 ) 为 顶 的 四 面体 求 了 
的 值 , 其 中 ffz, za = = 十 2y -= 胆 示 : 用 适当 的 线性 变换 9 作 变 量 普 换 . 

7 令 0<a < 上 若 在 zz 平面 内 取 以 a 为 半径 , 以 (5,0,0) 为 中 心 的 国 周 , 并 将 它 绕 = 办 
旋转 , 则 得 到 一 个 称 为 环 面 的 曲面 如果 族 转 相应 的 圆 盘 而 不 是 圆周 ， 则 得 到 一 个 称 为 实心 环 
的 3 维 实体 . 求 该 实心 环 的 体积 . 参看 图 17.7， 提 示 : 可 以 直接 求解 , 但 着 采用 下 列 柱 学 标 变 
换 将 会 更 容易 些 ， 

g(r,0, z) = (rcosbrsingbz). 


实心 环 是 所 有 满足 (r 一 5)? + z? < a? 和 0 < 9 < 2r 的 点 (r,6,z) 的 集合 在 变换 g 下 的 象 . ] 


图 17.7 


818. Rz 中 的 微分 同 胚 


为 了 证 明 变量 替换 定理 , 我 们 需要 获得 微分 同 胚 的 一 些 基 本 性 质 , 这 正 是 本 节 
所 要 做 的 ， 第 一 个 基本 结果 是 : 一 个 可 求 积 的 紧 集 在 微分 同 胚 下 的 象 也 是 一 个 可 
求 积 的 紧 集 ; 第 二 个 结果 是 : 任何 微分 同 胚 都 能 局 部 分 解 成 一 种 称 为 “本 原 微分 同 
厦 ” 的 特殊 类 型 的 微分 同 胚 的 复合 - 

我 们 从 一 个 预备 引 理 开始 . 

引 理 18.1 令 4 是 Rr 中 的 开 集 而 9 : 4 一 Rr 是 一 个 C! 类 的 函数 . 若 A 
的 子 集 已 在 R" 中 的 测度 为 零 , 那么 g(E) 在 R" 中 的 测度 也 为 零 . 

证 明 ”第 一 步 . 令 <,5 > 0. 首先 证 明 若 集合 5 在 R" 中 的 测度 为 零 , 那么 5 
能 被 可 数 个 闭 立 方 体 敌 盖 , 其 中 每 个 立方 体 的 宽度 小 于 5 而 且 它们 的 总 体积 小 于 <. 
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为 了 证 明 这 个 事实 , 只 需 证 明 车 Q 是 R" 中 的 一 个 矩形 
Q@ = [a1,b] x +…: x [an, bn], 
那么 Q 可 被 有 限 个 立方 体 覆 益 , 其 中 每 个 立方 的 宽度 小 于 5 而 它们 的 总 体积 小 于 
2v(@). 选取 和 > 0 使 得 矩形 
Qs=[a—Nbit+AxX..x fan—Abn+A 
的 体积 小 于 2v(@). 
然后 选取 N 使 得 1/N 小 于 5 和 和 中 较 小 的 一 个 . 考虑 所 有 形 如 m/N 的 有 理 
数 , 其 中 m 为 任意 整数 ， 令 ci 是 使 < a, 的 这 种 数 中 最 大 的 一 个 , 而 令 d 是 使 
路 > b, 的 这 种 数 中 的 最 小 者 . 那么 [a,,b] c [cd] c [a, -入 ,b, 十 入 , 参看 图 18.1. 
令 9' 是 矩形 
Q = [ew di] x + x [cns dn), 


它 包含 @ 且 被 包含 在 QA 中 . 于 是 v(Q@') < 2v(Q). 8' 的 每 个 分 量 区 间 [c, d] 由 形 
如 m/N 的 点 划分 成 长 度 为 1/N 的 若干 子 区 间 . 那么 Q' 就 被 划分 成 一 些小 矩形 ， 
它们 是 宽度 为 1/N( 小 于 5) 的 立方 体 . 这 些 子 矩 形 黎 盖 Q， 由 定理 10.4, 这 些 立方 


体 的 总 体积 等 于 v(Q@'). 
a a 
NN 
Ns rR 


图 18.1 
第 二 步 . 令 C 是 一 个 包含 在 4 中 的 闭 立 方 体 . 令 
IDglz)| < M，zeC. 


我 们 来 证 明 若 C 的 宽度 为 w, 那么 g(C) 被 包含 在 R" 中 的 一 个 宽度 为 (nM)w 的 
闭 立 方 体内 . 

令 a 是 C 的 中 心 , 那么 C 由 R" 中 所 有 使 得 |z -al < w/2 的 点 组 成 . 于 是 
中 值 定理 曹 涵 着 给 定 = e C, 则 在 从 a 到 z 的 线段 上 有 一 点 ci 使 得 


g(z) 一 %(a) = Dgs(e)* (2 — a). 


1h PE 


那么 
lg,(z) — g(a)| < niDg,(ea)| lz — al < nM(w/2). 
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由 此 不 等 式 可 知 , 若 = < C, 那么 g(z) 在 由 使 得 不 等 式 
ly —g(o)| < nM(w/2) 


成 立 的 所 有 y < R" 组 成 的 立方 体内 . 正如 所 期 望 的 那样 , 这 个 立方 体 的 宽度 为 
(nM)w. 

第 三 步 . 现在 来 完成 定理 的 证 明 . 设 已 是 4 的 一 个 子 集 且 EE 的 测度 为 零 . 我 
们 来 证 g(E) 的 测度 为 零 - 

令 C, 是 一 列 紧 集 , 它们 的 并 是 4 且 使 得 C, c Int CH 对 每 个 ;成立 ， 令 
有 到 = Cn 已 那么 只 需 证 明 g(Ek) 的 测度 为 零 即 可 . 给 定 。 > 0, 我 们 将 要 用 总 体 
积 小 于 < 的 一 些 立 方 体 覆 盖 g(E%). 

由 于 Ck 是 紧 的 , 因而 由 定理 4.6, 可 以 选取 5 > 0 使 得 Cx 的 ( 按 确 界 度量 的 )5 
邻 域 在 Int Ck+! 中 . 选取 M 使 得 


IDg(z)| < M，z < Ch+l- 


利用 第 一 步 , 用 可 数 个 立方 体 来 禾 盖 已 , 且 使 每 个 立方 体 的 宽度 小 于 5, 而 它们 的 
总 体积 小 于 


地 =e/(nM)n. 
令 Di D2,… 表示 那些 实际 与 Ek 相交 的 立方 体 . 由 于 D, 的 宽度 小 于 5, 所 以 它 
被 包含 在 C+1 中 . 于 是 对 于 ze Du1De(z)| < M, 因而 由 第 二 步 , 9(D,) 在 一 个 宽 
度 为 mnM(D; 的 宽 ) 的 立方 体 D! 中 . 立方 体 D, 的 体积 为 
V(D') = (nM)"(D, 的 宽度 )" = (nM)"w(Di). 
因此 如 所 期 望 的 那样 ,覆盖 g() 的 各 立方 体 的 总 体积 小 于 (nM)"e' = se， 参看 
图 18.2. 口 


图 18.2 
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例 1 为 了 使 上 面 的 引 理 成 立 , 可 微 性 是 必要 的 . 如 果 9 仅仅 是 连续 的 , 那么 
零 测度 集 的 象 未 必 是 零 测度 集 ， 这 个 事实 可 以 从 其 象 集 为 整个 正方 形 (0, 1]? 的 连 
续 映 射 7 : [0,1] 一 [0, 1]? 的 存在 性 得 出 ! 这 个 映射 称 为 充满 空间 的 Peano 曲线 , 在 
拓扑 学 中 将 会 研究 它 . (例如 , 参看 文献 [M].) 

定理 18.2 令 g: 4 一 B 是 一 个 C" 微分 同 胚 , 其 中 4 和 忆 是 R" 中 的 开 
集 . 邻 为 4 的 紧 子 集 且 巨 = 9(D), 则 有 

(a) g(Int D) = Int E, g(BdD) = BdE. 

(b) 车 口 是 可 求 积 的 , 那么 已 也 是 可 求 积 的 . 
假若 BdD c 4 且 BdE c B, 那么 当 D 非 紧 时 , 这 些 结果 也 成 立 . 

证 明 。 (a) 映射 g-! 是 连续 的 . 因此 对 于 包含 在 4 中 的 任何 开 集 U, 集合 g(U) 
都 是 包含 在 B 中 的 开 集 . 特别 , g(Int D) 是 R" 中 包含 在 集合 g(D) = EE 内 的 一 个 
开 集 . 因而 


(GD g(Int D) c Int E. 


类 似 地 , 9 将 开 集 (ExtD) n 4 映射 到 包含 在 B 中 的 一 个 开 集 上 . 因为 9 是 一 一 的 ， 
所 以 集合 g((ExtD) n 4) 不 与 9(D) = EE 相交 . 因而 


(2) g((ExtD) N A) c ExtE. 
由 此 可 知 ， 
(3) g(BdD) 2 BdE. 


为 使 ye BdE, 我 们 证 明 y e g(BdD). 因为 D 是 紧 的 且 9 是 连续 的 , 所 以 集合 已 
是 紧 的 . 因此 已 是 闭 的 , 从 而 它 必 定 包含 它 的 边界 点 y. 于 是 ye B. 令 z 是 4 中 
使 g(z) = y 的 点 . 由 (1), 点 = 不 可 能 在 Int D 中 , 又 由 (2), 它 也 不 可 能 在 ExtD 
中 . 因此 = < BdD. 因而 ye g(BdD), 这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 参看 图 18.3. 
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对 称 性 蕴涵 着 同样 这 些 结果 对 映射 9 : B 一 4 成 立 . 特别 有 


(0 gi(Int E) c Int D, 


(3) g-!(BdE) 2 BdD. 


联合 (1) 和 (1') 则 看 出 g(Int D) = Int E; 联合 (3) 和 (3') 则 给 出 等 式 g(BdD) = 
BdE. 

(b) 若 DD 是 可 求 积 的 , 那么 BdD 的 测度 为 零 . 由 上 面 的 引 理 , 9(BdD) 的 测度 
也 为 零 . 但 9(BdD) = BdE, 因而 已 是 可 求 积 的 . Le 

现在 我 们 来 证 明 R" 中 开 集 之 间 的 任意 一 个 微分 同 胚 均 可 局 部 分 解 成 某 种 特 
殊 类 型 的 微分 同 胚 的 “乘积 ”. 这 个 技巧 性 的 结果 在 变量 替换 定理 的 证 明 中 起 着 关 
键 的 作用 . 

定义 令 有 :4-，* 巨 是 由 下 式 给 出 的 R"(n > 2) 中 开 集 之 间 的 一 个 微分 同 胚 ， 


A(z) = (各 (zz)，…… hn(z)) 


给 定 i, 如 果 hh,(z) = z, 对 所 有 z e A 成 立 , 则 称 h 保持 第 ;个 坐标 不 变 . 若 对 某 
个 ih 保持 第 i 个 坐标 不 变 , 则 称 h 是 一 个 本 原 微分 同 胚 . 

定理 18.3 令 g:4 一 B 是 R"(n > 2) 的 开 集 之 间 的 一 个 微分 同 胚 . 给 定 
ae 4, 则 有 a 点 的 一 个 包含 在 4 中 的 邻 域 Uo。 和 R" 的 开 集 间 的 一 列 微分 同 胚 


WU 0 — 


使 得 它们 的 复合 he 。.… o ha oh 等 于 glu。, 并 且 使 得 每 个 hn 都 是 一 个 本 原 微分 
同 胚 

证 明 ”第 一 步 . 首先 考虑 线性 变换 的 特殊 情况 . 令 T : R" 一 R" 是 线性 变换 
T(z) = C .z, 其 中 C 是 一 个 非 奇 异 的 n x n 矩阵 . 我 们 要 证 明 T 可 以 分 解 成 一 列 
非 奇异 的 本 原 线性 变换 之 积 . 

其 实 这 是 容易 的 . 由 定理 2.4, 矩阵 C 等 于 若干 初等 矩阵 之 积 . 对 应 于 初等 答 
阵 的 变换 , 或 为 (1) 两 个 坐标 的 对 换 , 或 为 (2) 将 第 i 个 坐标 用 其 自身 加 另 一 个 从 
标的 倍数 来 代 壹 , 或 为 (3) 用 一 个 非 零 的 标量 去 乘 第 i 个 坐标 . (2) 型 和 (3) 型 的 变 
换 显然 是 本 原 的 , 因为 它们 使 得 除 第 让 个 以 外 的 所 有 坐标 保持 不 变 . 我 们 证 明 (1) 
型 的 变换 是 (2) 型 和 (3) 型 变换 的 复合 , 从 而 我 们 的 结论 成 立 . 实际 上 容易 验证 下 
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面 的 一 系列 初等 运算 具有 交换 第 i 行 和 第 j 行 的 作用 : 


第 行 第 行 
初始 状态 a b 
用 (第 i 行 ) 一 (第 j 行 ) 代 替 ( 第 : 行 ) a-b 86 
用 (第 7 行 ) + (第 i 行 ) 代 替 ( 第 j 行 ) a-b a 
用 (第 ; 行 )-( 第 j 行 ) 代替 (第 ; 行 ) 一 a 
以 (-1) 乘 (第 ; 行 ) b a 


第 二 步 . 接 下 来 考虑 9 为 平移 的 情况 . 令 t: R" 一 R 为 映射 i(z) = z+c, 那 
么 上 是 下 列 两 个 本 原 变换 的 复合 : 


(2) = 2 + (0,ca ,cn), 
ta(z) = 2+ (c1,0,... ,0). 


第 三 步 . 现在 考虑 a = 0,g(0) = 0 且 Dg(0) = 1 的 特殊 情况 . 我 们 来 证 明 9 可 


以 局 部 地 分 解 为 两 个 本 原 微分 同 胚 的 复合 . 
将 9 写成 分 量 形式 
g(z) = (gi(z)，… ,gn(2)) = (9i(z Tn), ,gn (Ts En)). 


将 站 :4 一 Rn 定义 为 
Ah(z) = (ok(z)…… ,gn-1(2), zn). 
于 是 Mo) = 0, 因为 对 所 有 i,g,(0) = 0, 并 且 


Blgl, ££, gn-1)/0r 
TI 


Dh(z) = | 


由 于 矩阵 8(g1,… ,gn-1)/8z 等 于 和 矩阵 Dg 的 前 n 一 1 行 并 且 Dg(0) = 1,, 因而 有 
Dh(0) = In. 从 反 函 数 定理 可 知 , h 是 从 0 点 的 一 个 邻 域 WW 到 Rn 的 一 个 开 集 内 
上 的 微分 同 胚 , 参看 图 18.4. 现在 用 下 式 定义 天: Vi 一 R" 

k(y) = (Vs nt, gn (hy))). 
那么 k(0) = 0( 因 为 h-1(0) =0 且 gn(0) = 0). 而 且 有 


| SA 
ir [ Dlgn ok)(y) ] 


应 用 链 规则 计算 得 
D(gn oh )(0) = Dgn(0). Dh™ (0) = Dgn(0) - [Dh(0)]™! 
=[0.…01] .1 =[0.…01). 

从 而 Dk(0) = I. 由 此 可 知 ,大 是 从 Rn 中 0 点 的 一 个 邻 域 Wi 到 Rn 中 的 一 个 开 
集 Wa 上 的 微分 同 胚 . 

现在 令 Wo = h-1(Wi), 则 微分 同 胚 

L.A 

是 本 原 的 . 而 且 正如 我 们 马上 要 证 明 的 那样 , 它们 的 复合 koh 等 于 gjWo 

给 定 =e Wo, 令 y = h(z), 则 由 定义 ， 

(0) Y= (9i(z)… ,gn-1(2), zn). 
于 是 

k(y) = … ,yn-hg9n(h™!(y))) (由 定义 ) 

9n-1(Z),gn(z)) (由 (*) 式 ) 


图 18.5 
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第 四 步 . 现在 我 们 在 一 般 情况 下 来 证 明定 理 . 
给 定 g: 4 一 B 并 给 定 ae 4, 令 C 为 矩阵 Dg(a). 分 别 用 下 列 各 式 定义 微分 
同 胚 ,tz,T:R" 一 R": 


ti(z)=z+a, ta(z)=2—g(a), T(z)=C-1.z. 


令 5 是 复合 微分 同 胚 Teta egota, 那么 5 是 从 Rn 的 开 集 本 !(4) 到 Rn 的 
开 集 T(t2(B)) 的 微分 同 胚 , 参看 图 18.5. 该 同 胚 具有 下 列 性 质 : 


5(0)=0 且 D3(0)=In; 


其 中 的 第 一 个 等 式 从 定义 得 出 , 而 第 二 个 等 式 可 从 链 规则 得 出 , 因为 DT(0) = C-: 
且 D4 = 反对 = 1,2 成 立 . 

由 第 三 步 , 存在 一 个 包含 0 点 且 包 含 在 杂 !(4) 中 的 开 集 Wo 使 得 引 Wo 能 分 
解 成 两 个 本 原 微分 同 胚 的 复合 . 令 Wa = 5(Wo), 令 


4 如 = 所 (Wo)， Bo = 本 :TI(W2)， 
那么 9 把 Ao 映射 到 Bo 上 且 9|4o 等 于 下 列 复合 同 胚 


加 时 WW 也 WW 芝 T-1(Wi) 所 Bo. 


由 第 一 步 和 第 二 步 , 映射 好 1 本! 及 T-! 中 的 每 一 个 均 可 分 解 为 本 原 变换 的 复合 . 
因而 定理 成 立 . 口 


习 题 


1. (a) 车 1 : R? 一 R' 是 C' 类 映射 , 证 明 f 不 是 一 一 的 . [提示 : 车 Df(z) = 0 对 所 有 
成 立 , 则 f 为 常数 . 若 Df(zo) 关 0, 则 应 用 隐 函 数 定理 . ] 

(b) 车 f:R' 一 R? 是 C? 类 映射 , 证明 /不 能 将 R: 映 满 R? 实际 上 可 以 证 明 /(R') 
不 包含 R? 的 任何 开 集 . 

*2. 证 明定 理 18.3 的 一 种 推广 , 其 中 “h 是 本 原 的 ”解释 为 h 保持 除 一 个 坐标 以 外 的 所 有 
坐标 不 变 . [提示 : 首先 证 明 若 a = 0,9(0) = 0 且 Dg(0) = 1，, 则 g 可 以 局 部 分 解 成 koh, 其 中 


h(z) = (9i(z)， ,gi(2), Tu, gt1(2), .+ ,gn (2)) 


而 有 保持 除 第 i 个 耸 标 以 外 的 所 有 坐标 不 动 , 此 外 , h(0) = k(0) = 0 且 Dh(0) = Dk(0) = In. 
然后 用 归纳 法 进行 . ] 
3， 令 4 是 Rm 中 的 开 集 且 g : 4 一 R". 设 3 是 4 的 一 个 子 集 , 若 对 5 中 的 
z,V 且 z 关 y, 则 函数 
Xz,y) = 9(z) — 9(Wl/lz — yl 
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是 有 界 的 , 则 称 9 在 3 上 满足 Lipschitz 条 件 . 如 果 4 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 使 得 9 在 该 邻 
域 上 满足 Lipschitz 条 件 , 则 称 9 满足 局 部 Lipschitz 条 件 . 

(a) 证 明 : 者 9 是 C1 类 映射 , 则 9 满足 局 部 Lipschitz 条 件 . 

(b) 证 明 : 车 9 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 那么 9 是 连续 的 . 

(©) 举例 说 明 (a) 和 (b) 的 逆 不 成 立 . 

(qd) 令 9 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 证 明 : 若 C 是 4 的 一 个 紧 子 集 , 那么 9 在 C 上 满足 
Lipschitz 条 件 . [提示 : 证 明 C x C 中 的 对 角 线 人 有 一 个 邻 域 V 使 得 和 在 V 一 人 上 是 有 
界 的 . ] 

4. 令 4 是 了 "中 的 开 集 量 g: 4 一 R" 满足 局 部 Lipschitz 条 件 . 证 明 ; 若 4 的 子 集 巴 
在 R" 中 的 测度 为 零 , 那么 g(E) 在 R" 中 的 测度 也 为 零 . 

5. 令 4 和 已 是 R" 中 的 开 集 且 9: 4 一 巨 是 一 个 将 4 映射 到 巨 上 的 一 一 映射 . 

人 a) 证 明定 理 18.2 的 (a) 款 在 9 和 9 都 连续 的 假设 条 件 下 成 立 

(b) 证 明定 理 18.2 的 (b) 款 在 9 满足 局 部 Lipschitz 条 件 且 g-! 连续 的 条 件 下 成 立 . 
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现在 我 们 来 证 明 一 般 变 量 普 换 定理 . 首先 证 明定 理 的 必要 性 部 分 . 它 可 以 叙述 
成 下 列 引 理 . 

引 理 19.1 令 g:4 一 B 是 R" 中 的 开 集 之 间 的 微分 同 胚 . 那么 对 于 每 一 个 
在 B 上 可 积 的 连续 函数 / : B 一 R, 函数 (fog)ldet Dg| 是 在 4 上 可 积 的 , 并 且 有 


hs= /donee pg 


证 明 ”将 证 明 分 成 几 步 进行 ， 通 过 这 些 步骤 就 可 将 证 明 依次 化 为 比较 简单 的 
情况 . 
第 一 步 . 令 g:U 一 VV 和 h:V 一 W 都 是 R" 的 开 集 之 间 的 微分 同 胚 , 我 们 来 
证 明 若 引 理 对 g 和 h 成 立 , 那么 对 hog 也 成 立 . 

设 /:W 一 RR 是 一 个 在 W 上 可 积 的 连续 函数 . 从 上 面 的 假设 可 知 


ht= Yomlaet Dil= [fone oae Dn) ool det Dol 
wh a 


上 式 中 的 第 二 个 积分 存在 并 且 等 于 第 一 个 积分 是 因为 引 理 对 h 成立; 第 三 个 积分 
存在 且 等 于 第 二 个 积分 是 因为 引 理 对 g 成 立 . 为 了 证 明 引 理 对 hog 成 立 , 只 需 证 明 


lI(det Dh) o gl| det Dg| = |det D(ho g)|. 
这 个 结果 可 以 链 规则 得 出 . 因为 


Dlhog)(z) = Dh(g(®))- Dg(z), 
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由 此 则 如 我 们 所 期 望 的 那样 有 
det D(hog) = [(det DA) ogj. [det Dg]. 


第 二 步 . 设 对 每 个 = <e 4, 都 有 z 的 一 个 包含 在 4 中 的 邻 域 使 得 引 理 对 
微分 同 胚 9 : U 一 V( 其 中 V = 9(U)) 和 所 有 其 支 集 是 V 的 紧 子 集 的 连续 函数 
了:V 一 RR 成 立 . 那么 我 们 来 证 明 引 理 对 9 成 立 . 

粗略 地 说 , 这 段 阵 述说 明 若 引 理 对 g 和 具有 紧 支 集 的 函数 / 局 部 成 立 , 那么 它 
对 9 和 整个 f 成 立 . 

这 正 是 证 明 中 需要 用 到 单位 分 解 的 地 方 . 把 4 写成 一 族 开 集 Ua 的 并 , 而 且 使 
得 车 Vs = g(U。), 则 引 理 对 于 微分 同 胚 9 : Us 一 W 和 所 有 其 支 集 为 Vs 的 紧 子 集 
的 连续 函数 1 : Vs 一 R 成 立 . 诸 开 集 V 之 并 等 于 B. 选取 B 上 由 集 族 {Vo} 决 
定 的 并 且 具 有 紧 支 集 的 单位 分 解 {6,}. 

我 们 要 证 明 集 族 {w 。9} 是 4 上 的 具有 紧 支 集 的 单位 分 解 . 参看 图 19.1. 


图 19.1 


首先 注意 到 , 对 = < 4,6,(g(z)) > 0， 其 次 我 们 证 明 og 具有 紧 支 集 ， 令 
T= supp bi， 集合 g-!(T,) 是 紧 的 , 这 是 因为 开 是 紧 的 且 g-! 是 连续 的 ， 此外， 
各 09 在 9-1( 人 RN) 之 外 为 零 . 闭 集 5, = supp(gi og) 包含 在 g-!(T,) 中 , 因而 S, 是 
紧 的 , 第 三 , 我 们 来 验证 局 部 有 限 性 条 件 . 令 = 是 4 的 一 点 . y = g(z) 点 有 一 个 邻 
域 W 仅 与 有 限 个 T, 相交 . 那么 集合 g~!(W) 是 一 个 包含 z 点 的 开 集 并 且 至 多 与 
那些 和 下 具有 相同 指标 的 5, 相交 . 第 四 , 注意 到 


Plz) = Dy) =1. 


因而 {4,o9} 是 4 上 的 一 个 单位 分 解 . 
现在 来 完成 第 二 步 的 证 明 . 设 / : B 一 R 是 连续 的 并 且 在 B 上 是 可 积 的 , 则 


由 定理 16.5， ” 
LE 
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给 定 i, 选取 a 使 得 TC Vo。. 函数 wy 在 B 上 是 连续 的 并 且 在 紧 集 开 之 外 为 零 . 


于 是 由 引 理 16.4， 
Lr=f m= ar 
由 假设 , 本 引 理 对 9: UV。 一 友 和 函数 上 成立. 因此 
/7= /weoUealaetpm 
ee 
因为 上 式 右边 的 被 积 函 数 在 紧 集 8, 之 外 为 零 , 因而 可 再 次 应 用 引 理 16.4 得 到 
/sr7= /0 oaet pg. 
AAA 
然后 对 i 求 和 则 得 到 下 列 等 式 


四 /- [fen oaet pg . 


因为 | 在 B 上 可 积 , 所 以 车 始终 以 |/| 代 普 f/, 则 (*) 式 仍然 成 立 . 由 于 {6, og} 
是 4 上 的 一 个 单位 分 解 , 所 以 从 定理 16.5 可 知 (fo。g)|det Dg| 是 在 4 上 可 积 的 ， 
于 是 将 (*) 式 应 用 于 函数 / 得 到 


hs= fenlae po. 


第 三 步 . 证 明 引 理 对 n = 1 成 立 . 

令 g:4 一 B 是 Ri 中 的 开 集 之 间 的 微分 同 胚 . 给 定 ze 4, 令 了 是 A 中 的 一 
个 闭 区 间 , 其 内 部 包含 z, 再 令 J = g(7). 那么 J 是 Ri 中 的 一 个 区 间 , 而 且 g 将 
Int 了 映射 到 Int J 上 (参看 定理 17.1 和 18.2). 因为 > 是 任意 的 , 所 以 由 第 二 步 , 只 
需 证 明 引 理 对 于 微分 同 胚 9 : Int 一 Int J 和 支 集 是 Int J 的 紧 子 集 的 任何 连续 函 
数 让 : Int J 一 RR 成立 . 即 需要 验证 等 式 


(9 人 = 人 ea 


其 实 , 这 是 容易 的 . 首先 通过 令 7 在 Bd 上 为 零 而 将 扩张 成 J 上 的 连续 函 
数 , 那么 按 正常 积分 , (**) 式 等 价 于 


fr= foe 
而 此 式 可 从 定理 17.1 得 出 . 
第 四 步 . 令 n> 1. 为 了 证 明 引 理 对 R 的 开 集 之 间 的 任何 微分 同 胚 9: 4- B 
成 立 , 我 们 说 明 只 需 证 明 它 对 BR 的 开 集 间 的 本 原 微分 同 耳 :UV 成 立即 可 . 
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设 引 理 对 R* 中 的 所 有 本 原 微分 同 胚 成 立 . 令 g : 4 一 B 是 R" 中 的 任意 一 
个 微分 同 胚 . 给 定 = e 4, 则 存在 z 的 一 个 邻 域 Vo。 和 一 列 本 原 微分 同 胚 


[和 


它们 的 复合 等 于 glUo. 因为 引 理 对 于 每 个 微分 同 止 h, 成 立 , 所 以 由 第 一 步 可 知 它 
对 glUo 成 立 . 那么 因为 = 是 任意 的 , 故 从 第 二 步 可 知 , 它 对 9 成 立 . 

第 五 步 . 证 明 如 果 引 理 在 n - 1 维 情况 下 成 立 , 那么 它 在 n 维 情况 下 也 成 立 . 
于 是 本 步 即 可 完成 引 理 证 明 . 

鉴于 第 四 步 , 只 需 证 明 引 理 对 R" 中 开 集 之 间 的 本 原 微分 同 胚 h:U 一 V 成 
立即 可 . 为 了 记号 上 的 方便 , 假设 h 保持 最 后 一 个 坐标 不 变 . 

令 Pe Ug = hp)， 选取 一 个 包含 在 V 中 且 其 内 部 包含 9 的 矩形 Q; 令 
5 = h-!1(Q)， 由 定理 18.2, 映射 h 定义 一 个 从 Int S 到 Int Q 的 微分 同 胚 . 因为 
是 任意 的 , 所 以 只 需 证 明 引 理 对 微分 同 胚 h : Int S 一 Int @ 与 支 集 为 Int Q 的 紧 子 
集 的 任何 连续 函数 1 : Int Q 一 R 成 立即 可 . 参看 图 19.2. 


图 19.2 


由 于 (foh)|det Dh| 在 Int 3 的 一 个 紧 子 集 之 外 为 零 , 从 而 由 引 理 16.4 可 知 它 
在 IntS 上 是 可 积 的 . 我 们 需要 证 明 


/= 人 .ealaapnl 


这 是 一 个 包含 广义 积分 的 等 式 . 因为 这 些 积分 作为 常 义 积分 存在 , 所 以 由 定理 15.4， 
它 等 价 于 常 义 积分 下 的 相应 等 式 . 

通过 令 f 在 Int Q 之 外 为 零 而 将 它 扩 张 到 R" 上 , 并 且 定义 一 个 函数 已 ; Rn 一 
RR 使 它 在 Int 5 上 等 于 (fo 有 |det Dh| 而 在 Int S 之 外 为 零 . 那么 f 和 FF 都 是 连续 
的 , 而 且 我 们 所 期 望 的 等 式 等 价 于 


bh 
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矩形 Q 具有 Q = D x 了 的 形式 , 其 中 D 是 R"-! 中 的 矩形 而 了 是 R 中 的 一 
个 闭 区 闻 ， 5S 是 紧 的 , 所 以 它 在 子 空间 R"-! x 0 上 的 射影 是 紧 的 . 从 而 包含 
在 一 个 形 如 EE x 0 的 集合 中 , 其 中 EE 是 R"-! 中 的 一 个 矩形 . 因为 h 保持 最 后 一 
个 坐标 不 变 , 所 以 集合 S 包含 在 矩形 Ex 之 中 , 参看 图 19.3. 


图 19.3 


因为 下 在 5 之 外 为 零 , 因而 我 们 所 期 望 的 等 式 可 以 写成 下 列 形式 


hr hr 


由 Fubini 定理 , 它 又 等 价 于 下 列 等 式 


/ f(y,t) =/ F(z, t). 
ter JyeD ter JzeE 


只 需 证 明 内 晨 积 分 相等 就 行 了 . 下 面 我 们 就 来 做 这 件 事 . 

U 和 V 与 R"-: xt 的 交集 分 别 是 形 如 Us x t 和 Vi x + 的 集合 , 其 中 Ul 和 
WV 是 R"! 中 的 开 集 . 类 似 地 , 5 与 R"-! xt 的 交 具 有 St x t 的 形式 , 其 中 S, 是 
R"-! 中 的 一 个 紧 集 . 因为 在 5 之 外 为 零 , 所 以 内 层 积 分 相等 就 等 价 于 下 列 等 式 


| caf) = /sret), 
由 引 理 16.4, 这 又 等 价 于 


4 19= 人 Flet). 


这 是 一 个 (n ~- 1) 维 积分 的 等 式 , 因而 归纳 假设 适用 于 它 . 
微分 同 胚 h:U 一 V 具有 下 列 形式 


h(z,t) = (k(z,t),), 
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其 中 尺 :U 一 R"! 为 某 个 C1 函数 . h 的 导数 形 如 


Bk/dr Ok/Ot | 


Dh= 
| 0…0 1 


因而 det Dh = det 续 . 对 于 国定 的 4 映射 2 一 kz 是 一 个 将 太一 一 地 映射 到 


Vi 上 的 C1! 映射. 因为 det 28 =det Dh 关 0, 所 以 这 个 映射 实际 上 是 R"-! 的 开 集 
之 闻 的 微分 同 研 . 
应 用 归纳 假设 , 则 


hs) = Lo se) 
对 ne Ui, 右边 的 被 各 函数 等 于 
J(h(z,bjldet Dh| = F(z,t). 


从 而 引 理 成 立 . 口 
现在 来 证 明 变 量 蔡 换 定理 中 的 充分 性 部 分 . 
引 理 19.2 令 g:4 一 B 是 R" 的 开 集 之 间 的 微分 同 胚 , 并且/:B 一 RR 为 
连续 函数 , 如 果 (fo。g)| det Dg| 是 在 A 上 可 积 的 , 那么 f 在 3 上 也 是 可 积 的 . 
证 明 ”把 刚才 证 明 的 引 理应 用 于 微分 同 胚 9-! : 3 A， 函数 FR = (fo 
9)ldet Dg| 在 A 上 连续 , 并 且 由 假设 它 在 A 上 可 积 , 故 从 引 理 19.1 可 知 函数 


(Fog ldet Do 
是 在 B 上 可 积 的 . 但 这 个 函数 等 于 f. 因为 车 g(z) = y, 那么 由 定理 7.4， 
(D(g™)(y) = {Dg(z)]™, 


的 上 就 有 


Ok 
det 到 


因而 

(Rog uw) -ldet Dg DI = Fa) .yastpotml=yto， oo 

例 1 ”如果 变 量 赫 换 定理 中 的 两 个 积分 恰好 作为 常 义 积分 都 存在 ,那么 定 理 则 

到 着 这 两 个 常 义 积分 相等 ， 然 而 这 两 个 积分 中 可 能 只 有 一 个 作为 常 义 积分 存在 ， 

或 者 两 个 作为 常 义 积分 都 不 存在 , 例如 , 考虑 $17 的 例 2. 若 应 用 于 由 g(z) = cosz 
给 出 的 微分 同 胚 9: (3 了 ,3) 一 (~ 1) 则 变量 车 换 定理 蔓 活 着 


7， 
人 
其 中 , 右边 的 积分 作为 党 义 积分 存在 , 但 左边 的 积分 作为 常 义 积分 不 存在 
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习 题 

1. 令 4 是 R? 中 由 曲线 z? 一 zy +2y? = 1 所 界定 的 区 域 . 试 将 积分 /= 表示 成 R? 
中 以 0 点 为 中 心 的 单位 球 上 的 积分 . [提示 : 完成 配方 . ] 

2. (a) 把 Rs 中 位 于 曲面 > = z? + 2y? 以 下 并 且 位 于 平面 z = 2z 十 by 十 1 以 上 的 几何 形 
体 的 体积 表示 成 某 个 适当 的 函数 在 R? 中 以 0 点 为 中 心 的 单位 圆 盘 上 的 积分 . 

(b) 求 该 几何 体 的 体积 . 

3. 令 mh: R" 一 及 是 由 mu(z) = zx 定义 的 第 大 个 投影 函数 令 S 是 R" 中 的 一 个 
具有 非 零 体积 的 可 求 积 的 集合 . S 的 形 心 定义 为 R" 中 满足 如 下 条 件 的 一 点 c(S): 对 于 每 个 
各 ce(5) 的 第 大 个 坐标 由 下 式 给 出 


ao9= 而 人/m 


如 果 变 换 
h(x) = (ze ,Th 一 Zeyzhri En) 
将 5 映射 到 其 自身 上 , 则 称 5 关于 R 的 子 空间 zk = 0 是 对 称 的 . 
4. 求 Rs 中 半径 为 a 的 上 半球 的 形 心 (参看 817 习题 2). 
5. 令 A 是 R" : 中 的 一 个 可 求 积 的 开 集 . 在 R" 中 给 定 一 个 使 ps > 0 的 点 p, 令 3 是 
R" 中 由 下 式 定义 的 子 集 


5S= {zl =(1-t)a+tp, 其 中 a e Ax0B0<t<1)}. 


那么 5 是 R" 中 连接 p 点 与 4x 0 的 各 点 的 所 有 开 线 段 之 并 , 其 闭 包 称 为 以 x 0 为 底 以 p 
为 顶点 的 锥 , 图 19.4 说 明了 n = 3 的 情形 . 

(a) 定义 A x (0,1) 与 S 间 的 一 个 微分 同 胚 9. 

(b) 求 出 用 v(4) 表示 v(S) 的 关系 式 . 

*(c) 证 明 5 的 形 心 c(5) 位 于 连接 c( 4) 和 的 线段 上 , 并 用 c(4) 和 pp 将 c(5) 表示 出 来 


了 了 


图 194 


*6. 令 5"(a) 表示 R" 中 以 0 为 中 心 以 a 为 半径 的 闭 球 . 
(a) 证 明 对 于 某 个 常数 入。， 
KB"(a)) = Ana™. 
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那么 和 An =v(B"(1). 
(b) 计算 X: 和 》2- 
(e) 求 出 用 和 n-2 表示 和 n 的 递 推 关 系 . 
(9) 求 出 和 的 公式 . [提示 : 根据 n 为 偶数 还 是 奇数 , 分 两 种 情况 考虑 . ] 
*7. (a) 利用 Xn, Xn-1 及 a 求 出 上 半球 


B?(a) = {zlz € B"(a)Bzrn > 0} 


的 形 心 , 其 中 Xn = v(B"(1)). 
(b) 用 e(B? (oa)) 表示 e(B?(a))- 
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一 、 行 列 式 的 意义 

现在 我 们 来 给 出 行列 式 函数 的 几何 解释 . 

定理 20.1 令 4 是 一 个 nxnm 和 矩阵 且 六 : Rn 一 Rn 为 线性 变换 hz) = 4.z. 
令 5 是 R" 中 的 一 个 可 求 积 集 并 且 工 =h(5). 那么 


v(T) = |det Al- v($). 


证 明 ”首先 考虑 4 为 非 奇 异 的 情况 . 此 时 h 是 R" 到 其 自身 的 微分 同 胚 , h 
将 Int 5 映射 到 IntT 上 , 并 且 7 是 可 求 积 的 . 由 变量 替换 定理 得 


u(T) =v(IntT) = J = 人 asp 由 


从 而 
wn)= {slaet Al= Iaet Al- us). 


现在 考虑 4 为 奇异 的 情况 . 这 时 det 4 = 0. 我 们 来 证 明 v(7) = 0, 因为 5S 是 
有 界 的 , 所 以 了 也 是 有 界 的 . 变换 h 把 R" 映射 到 一 个 维 数 小 于 n 的 p 维 线性 子 
空间 Y 上 , 且 在 Rn 中 的 测度 为 零 . 那么 了 是 闭 的 和 有 界 的 而 且 它 在 R" 中 的 
测度 为 堆 . 函数 17 是 连续 的 而 且 在 之 外 为 零 , 因而 积分 / 1 存在 并 且 为 零 . 口 

这 个 定理 给 出 了 |det 4| 的 一 种 解释 . 它 是 线性 变换 h(z) = 4 .= 所 产生 的 体 
积 改 变 的 因子 . 

定义 “ 令 al … ,a 是 Re 中 的 线性 无 关 向 量 . 我 们 把 维 平行 六 面 体 刀 一 
P(a1,… ,ax) 定义 为 R 中 满足 下 式 的 所 有 点 z 的 集合 : 


z= cg1 + + ora, 
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其 中 标量 系数 c, 满足 0 < c, < 1. 各 向 量 a1,… ,ak 称 为 P 的 边 . 

通过 几 个 草图 既 可 使 人 相信 二 维 平行 六 面体 就 是 通常 所 说 的 平行 四 边 形 , 三 维 
平行 六 面体 就 是 平常 的 平行 六 面体 . 参看 图 20.1, 其 中 画 出 了 R? 和 R3 中 的 平行 
四 边 形 及 R3 中 的 三 维 平行 六 面体 . 


eh 


最 后 我 们 来 定义 R" 中 的 维 平行 六 面体 的 “k 维 体积 ”. 在 上 = mn 的 情况 下 ， 
如 同 814 中 所 定义 的 那样, 已 有 体积 的 概念 , 并 且 满足 下 列 定理 中 的 公式 . 

定理 20.2 令 a1,… ,an 是 Rr 中 的 n 个 线性 无 关 的 向 量 . 令 A = 
是 以 a1,… ,an 为 列 的 mn xn 矩阵 . 那么 


an] 


v(Play,… ,an)) = |det Al. 

“证 明 ”考虑 由 h(z) = 4.z 给 出 的 线性 变换 . 那么 h 把 单位 基 向 量 e1,… ,en 
映射 成 向 量 a1,… ,an, 因为 由 直接 计算 , 4 . e; = a,. 此 外 , h 把 单位 立方 体 mm = 
[0, J" 映射 成 平行 六 面体 P(a1,… ,an). 由 上 面 的 定理 ， 

a(P(at ,an)) = |det A|: v(1") =|det A. 0 


例 1 在 微 积分 中 已 研究 过 上 述 公式 的 三 维 形式 , 并 且 知道 以 a, be 为 边 的 

平行 六 面体 体积 (包括 符号 在 内 ) 是 由 下 列 三 重 标量 积 给 出 的 : 
a- (bx ¢) = detla b c]. 

(如 平常 一 样 , 这 里 将 a, b, c 写成 列 矩 阵 的 形式 . ) 而 且 我 们 还 知道 , 三 重 标 积 的 符 
号 依赖 于 三 元 组 a, b, c 为 “右手 系 ”还 是 “左手 系 ”. 现在 我 们 把 一 个 向 量 组 构成 
右手 系 或 左手 系 的 概念 推广 到 R", 实际 上 是 推广 到 任意 有 限 维 的 向 量 空间 . 

定义 令 Y 是 一 个 n 维 向 量 空间 ，V 中 的 线性 无 关 向 量 构成 的 n 元 组 
(Qa1,… ,an) 称 作 空间 V 的 一 个 标 架 . 在 R" 中 , 如 果 

det[al …an] > 0, 


则 称 这 种 标 架 为 一 个 右手 系 ; 否则 称 之 为 左手 系 . R" 中 所 有 右手 标 架 的 集合 称 为 
R" 的 一 个 定向 ; 同样 所 有 左手 标 架 的 集合 也 是 R" 的 一 个 定向 . 更 一 般 地 , 选取 一 
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个 线性 同 构 T : R" 一 V, 并 且 定义 V 的 一 个 定向 是 由 形 如 (T(a1),… ,T(an)) 的 
所 有 标 架 组 成 , 并 且 其 中 这 些 标 架 要 使 得 (a1,… ,an) 为 R" 的 右手 标 架 ; 而 Y 的 
另 一 个 定向 是 由 那些 使 得 (a1,… ,an) 为 左手 系 的 相应 标 架 组 成 . 因而 V 有 两 个 
定向 , 其 中 任何 一 个 称 为 另 一 个 向 相反 定向 . 

容易 看 出 , 这 个 概念 是 完全 确定 的 (不 依赖 于 变换 了 的 选取 ). 注意 到 在 任意 n 
维 向 量 空间 中 虽 有 完全 确定 的 定向 概念 , 但 没有 完全 确定 的 “右手 系 ”的 概念 . 

例 2 ”在 Ri 中 ,一 个 标 架 是 由 一 个 非 零 的 数组 成 的 . 若 该 数 是 正 的 , 则 它 是 
一 个 右手 标 架 ; 若 该 数 为 负 的 , 则 构成 一 个 左手 标 架 . 在 R? 中 , 若 需 将 al 按 逆 时 
针 方向 旋转 一 个 小 于 r 的 角 而 使 它 的 指向 与 aa 相同 , 那么 标 架 (a1,a2) 是 一 个 右 
手 系 (参看 习题 ). 在 Rs 中 , 若 按 从 ai 到 as 的 方向 旋转 右手 的 四 指 而 使 母 指 指向 
aas 的 方向 , 则 标 架 (a1, aa as) 为 右手 系 (参看 图 20.2). 


a a 
a ee 


图 20.2 


证 明 这 种 说 法 合理 的 一 种 方法 是 指明 若 标 架 (ai(t),az(b,as(b) 作为 tO < t < 
1) 的 函数 是 连续 变化 的 , 并 且 当 t = 0 时 为 右手 标 架 , 那么 它 对 所 有 + 均 为 右手 标 
架 , 由 介 值 定理 , 函数 det[a, aa as] 不 可 能 改变 符号 , 那么 由 于 标 架 (el, ez,es) 满 
足 右 螺旋 法 则 且 满足 条 件 det[el ea es] > 0, 所 以 在 三 维 空间 中 相应 于 右 螺旋 的 任 
何 位 置 上 的 标 架 也 都 满足 同样 的 条 件 . 

现在 我 们 来 得 出 行列 式 符号 的 另 一 种 解释 . 

定理 20.3 ” 令 C 是 一 个 非 奇异 的 n x n 矩阵 , h : Rn 一 Rn 是 线性 变换 
h(z) = Cz,(a1,… ,an) 是 R" 中 的 一 个 标 架 . 若 det C > 0, 那么 标 架 


(ab van) 和 (ha ,h(an)) 


属于 R" 的 同一 定向 ; 车 det C < 0, 则 它们 属于 R" 的 相反 定向 . 
如 果 det C > 0, 则 称 h 是 保持 定向 的 ; 车 det C < 0, 则 称 h 是 相反 定向 的 . 
证 明 ”对 每 个 忆 令 已 = Na). 那么 


Clar…an] = [bbn]. 
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因而 
(detC) det[a1 an] = detlb1 -bn]. 

如 果 det C > 0, 那么 det[a1 .…an] 与 det[b1… bn] 同 号 ; 如 果 det C < 0, 那么 它们 
反 号 . 口 
二 、 等 距 变换 下 体积 的 不 变性 

定义 ”如 果 Rr 中 的 向 量 组 a1,… ,ak 满足 (au,a) = 0 对 i 关 j 成 立 , 则 
称 该 向 量 组 构成 一 个 正 交 系 ; 若 还 满足 附加 条 件 (a,ai) = 1 对 所 有 i 成 立 , 则 称 
它们 构成 一 个 规范 正 交 系 . 如 果 向 量 a1,… ,ax 是 一 个 非 零 正 交 向 量 组 , 那么 向 量 
aayllaill，… ,axr/llaxll 就 构成 一 个 规范 正 交 系 . 

非 零 正 交 向 量 组 a1,… ,ak 总 是 线性 无 关 的 . 因为 给 定 等 式 


中 aa +*…*+ dkak = 0, 


取 两 边 对 oa 的 点 乘积 , 则 得 等 式 d,(ai,a,) = 0, 因为 a, #0; 所 以 这 就 草 涵 着 
d=0. 

从 而 R" 中 由 n 个 非 零 向 量 组 成 的 正 交 向 量 组 是 Rn 的 一 个 基 . 向 量 组 eu ， 
en 就 是 R" 的 这 样 一 个 基 , 当然 还 有 许多 其 他 的 基 . 

定义 ”如 果 nxn 和 矩阵 4 的 列 组 成 一 个 规范 正 交 组 , 则 称 4 是 一 个 正 交 矩 阵 , 
可 以 验证 , 该 条 件 等 价 于 和 矩阵 等 式 


AT.A=In. 


如 果 4 是 正 交 的 , 那么 4 是 一 个 方 阵 而 且 4T 是 4 的 一 个 左 逆 , 由 此 可 知 ， 
47 也 是 4 的 右 逆 . 因而 4 是 正 交 和 矩阵 当 且 仅 当 4 是 非 奇 异 的 并 且 4T = 4-:， 
注意 到 车 4 是 正 交 的 , 则 det 4 = 士 1, 这 是 因为 


(det A)? = (det A™)(det A) = det(4T . A) = det 1 = 1. 


正 交 和 矩阵 的 集合 构成 近世 代数 中 的 所 谓 “ 群 ”这 就 是 下 列 定 理 的 实质 . 
定理 20.4 令 4, B,C 均 为 n xn 正 交 和 矩阵 , 那么 

(a) 4. 巨 是 正 交 的 . 

(b) A (B.C0)=(4.B):C. 

(0) 存在 一 个 正 交 和 矩阵 到 使 得 4 1 = 五 .4= 4 对 所 有 正 交 矩 阵 4 成 立 . 
(d) 给 定 4, 则 有 一 个 正 交 和 矩阵 4-: 使 得 4. 4-1 = A-1. A= 1. 

证 明 ”为 验证 (a), 只 需 作 如 下 计算 即 可 明了 : 


(4:B)T(A4.B)= (BT: AT):(A4:B)= BT.B=1,. 
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条 件 (b) 是 直接 的 , 而 条 件 (c) 从 1 为 正 交 和 矩阵 的 事实 得 册 . 为 验证 明 (d), 只 需 注 
意 到 , 因为 47 等 于 4-!, 所 以 


五 =4.4T7 = (4T7)T .4T = (407.4-1. 


因而 如 所 期 望 的 那样 , 4-: 是 正 交 的 . 口 
定义 ”车 4 是 一 个 正 交 和 矩阵 , 那么 由 


hz) = 4.z 


给 出 的 线性 变换 h : R" 一 R" 称 为 正 交 变换 . 这 个 条 件 等 价 于 要 求 h 将 R" 的 基 
el ,en 映射 成 Rn 的 一 个 规范 正 交 基 . 
定义 令 h:Rr 一 Rn". 若 对 所 有 z,ye Rn 均 有 


la(z) — A(w)| = lz — yll, 


则 称 h 是 一 个 (Euclid) 等 距 变 换 . 因而 等 距 变 换 是 一 个 保持 Euclid 度量 的 映射 . 
定理 20.5 令 h:R" 一 R" 是 一 个 使 得 h(0) = 0 的 映射 ,那么 
(a) 映射 h 是 一 个 等 距 变 换 当 且 仅 当 它 保持 点 乘积 不 变 . 
(b) 映射 h 是 一 个 等 距 变 换 当 且 仅 当 它 是 一 个 正 交 变换 . 
证 明 ”(a) 给 定 = 和 vy, 作 计 算 
(1) IA(z) — h(y))? = (h(z), h(z)) — 2(h(z), h(w)) + (h(y), h(w)). 
(2) |z — yl = (x,2) — 2(,y) + (vy, y). 
如 果 保持 点 乘积 不 变 , 那么 (1) 和 (2) 的 右边 相等 , 因而 h 也 能 保持 Euclid 距离 
不 变 . 反 过 来 , 假设 h 保持 Euclid 距离 不 变 , 那么 特别 地 , 对 所 有 z 都 有 


ln(z) ~ h(0) = llz = ol;, 


从 而 有 lh(z)l = llzl. 于 是 (1) 式 右边 的 首 项 和 末 项 分 别 等 于 (2) 式 的 对 应 项 , 而 
且 由 假设 , (1) 式 和 (2) 式 的 左边 相等 , 由 此 可 知 


(h(z), A(y)) = (x,y), 


这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 

(b) 令 h(z) = 4.z, 其 中 4 是正 交 和 矩阵, 我 们 来 证 明 六 是 等 距 变 换 . 由 (a), 只 
需 证 明 h 保持 点 乘积 不 变 . 车 ( 像 通常 那样 ) 把 h(z) 和 h(y) 表示 成 列 矩阵 , 那么 
A(z) 和 h(y) 的 点 乘积 可 以 表示 成 矩阵 的 乘积 


hz)™ -hly). 
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作 计 算 
h(z)™ -hly) = (A- 2) (A-Y)=2" .ATA y= ry. 

因而 保持 点 乘积 不 变 . 从 而 h 是 一 个 等 距 变 换 . 

反 过 来 , 令 h 是 一 个 等 距 变 换 并 且 满足 h(0) = 0. 对 于 每 个 i, 令 a, 为 向 量 
a = h(e:), 令 4 是 矩阵 4 = [al …an]. 因为 由 (a), h 保持 点 乘积 不 变 , 所 以 向 量 
al,… ,an 是 规范 正 交 的 . 因而 4 是 一 个 正 交 矩阵 . 我 们 要 证 明 h(z) = 4 .zx 对 所 
有 = 成 立 , 从 而 完成 定理 的 证 明 . 

因为 诸 向 量 a, 构成 R” 的 一 个 基 , 所 以 对 每 个 z, 向 量 h(z) 可 对 z 的 某 些 实 
值 函数 a,(z) 唯一 地 写成 

htz) = Dai(z)a,. 


因为 o 是 规范 正 交 的 , 所 以 对 每 个 j 一 
(A(z),@)) = a (7). 
因为 h 保持 点 乘积 不 变 , 故 对 所 有 j， 
(zja) = (h(z), h(e))) = (ze) = 
因而 aj(z) = z,, 所 以 有 


za 
= 4.z. 口 


hj = 并 aa = al 
气 


zn 


定理 20.6” 令 jh: Rn 一 R". 那么 h 是 一 个 等 距 变 换 当 且 仅 当 它 是 一 个 正 交 
变换 后 接 一 个 平移 变换 的 复合 , 即 当 且 仅 当 h 具有 下 列 形式 


h(z) = A- z+p, 


其 中 4 是 一 个 正 交 和 矩阵 . 
证 明 给 定 刀 令 了 = MO), 并 且 定义 kz) = hz) -p. 那么 由 直接 计算 得 
lx(z) — (wl = Ia(z) — kN. 


因而 是 一 个 等 距 变 换 当 上 且 仅 当 h 是 等 距 变 换 . 
由 于 k(0) = 0, 所 以 映射 上 是 等 第 变换 当 目 仅 当 k(z) = 4- z, 其 中 4 是 正 交 
矩阵 . 然而 这 种 情况 当 且 仅 当 h(z) = 4.z+p 时 才 会 发 生 . 口 
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定理 20.7 令 h:R" 一 R" 是 一 个 等 距 变 换 . 如 果 5 是 R" 中 的 一 个 可 求 
积 的 集合 . 那么 集合 T = h(S) 是 可 求 积 的 并 且 v(T) = v(S). 

证 明 hh 是 一 个 形 如 h(z) = 4A-z+p 的 映射 , 其 中 4 是 一 个 正 交 和 矩阵 , 那么 
Dh(z) = 4, 并 且 由 变量 替换 定理 可 得 


v(T) = |det A|- v(5) = u(S). 0 


习 题 


1. 证 明 : 若 h 是 一 个 正 交 变换 , 那么 h 把 每 一 个 规范 正 交 组 映射 成 规范 正 交 组 
2. 寻求 一 个 保持 体积 不 变 但 不 是 等 距 变换 的 线性 变换 h: R" 一 R". 

3, 令 V 是 任意 一 个 向 量 空间 , 证 明 V 的 两 个 定向 是 完全 确定 的 . 

4. 考虑 Rs 中 使 得 下 式 成 立 的 向 量 a,: 


[ai aa aa ai] = 


1 
1 
1 


- 
WW 


1 
1 
0 


令 Y 是 由 al 和 as 张 成 的 R? 的 子 空间 . 证 明 as 和 at 也 同样 张 成 V, 并 且 标 架 (aivasa) 
和 (as,a4) 属于 V 的 相反 定向 . 
5. 给 定 0 和夫 令 


ai = (cosb,sinb)， aa = (cos(6 + 9),sin(0 + 9)). 


证 明 : 当 0 < < r 时 , (al,aa) 是 右手 系 , 当 -< % < 0 时 为 左手 系 , 试问 当 % 等 于 0 或 
和 时 将 会 发 生 什么 情况 ? 
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我 们 已 经 研究 过 Euclid 空间 中 有 界 集 的 体积 . 如 果 4 是 R* 中 的 有 界 可 求 积 
集 , 那么 它 的 体积 定义 为 
vA)= 人 1 


当 大 = 1 时 通常 将 v(4) 称 作 4 的 长 度 ; 当 上 = 2 时 , 一 般 将 v(4) 称 为 4 的 面积 . 

在 微 积分 中 不 仅 研究 Ri 的 子 集 的 长 度 , 而 且 还 要 研究 R? 和 Rs 中 的 光滑 曲 
线 的 长 度 ; 不 仅 研究 R? 的 子 集 的 面积 , 而 且 还 要 研究 R3 中 光滑 曲面 的 面积 . 本 章 
中 我 们 将 引进 与 曲线 和 曲面 相 类 似 的 几何 对 象 , 通常 将 它们 称 为 R" 中 的 上 维 流 
形 , 并 且 定义 这 种 几何 对 象 的 上 维 体积 . 我 们 还 将 定义 上 维 流 形 上 的 标量 函数 关于 
大 维 体积 的 积分 , 从 而 推广 了 微 积 分 中 关于 曲线 积分 和 曲面 积分 的 概念 . 
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我 们 从 研究 平行 六 面体 开始 . 令 P 是 R" 中 的 一 个 大 维 平行 六 面体 , 其 中 
大 < n. 我 们 要 定义 P 的 k 维 体积 . ( 它 的 n 维 体积 当然 为 零 , 因为 它 被 包含 在 R" 
的 一 个 维 子 空间 之 内 , 而 该 子 空间 的 n 维 测度 为 零 . ) 那么 该 如 何 进行 定义 呢 ? 
有 两 个 合理 的 条 件 是 这 种 体积 函数 应 当 满足 的 ， 我 们 知道 R” 的 正 交 变换 保持 n 
维 体积 不 变 , 那么 要 求 它 也 保持 维 体积 不 变 是 合理 的 . 其 次 , 若 平行 六 面体 恰巧 
在 R" 的 子 空间 R* x 0 中 , 那么 要 求 它 的 k 维 体积 与 通常 Re 中 的 上 维 平行 六 面 
体 的 体积 一 致 也 是 合理 的 ， 正 如 我 们 将 要 看 到 的 那样 , 这 两 个 “合理 ”条 件 完全 决 
定 了 上 维 体积 . 

我 们 将 从 线性 代数 中 的 一 个 结果 开始 , 该 结果 也 许 你 已 经 熟悉 . 

引 理 21.1 令 W 是 Rr 的 一 个 k 维 线性 子 空间 , 则 R" 有 一 个 规范 正 交 基 ， 
其 前 上 个 元 素 恰好 构成 W 的 一 个 基 。 

证 明 ”由 定理 1.2, R" 有 一 个 基 a1,… ,an, 它 的 前 上 个 元 素 恰好 构成 W 的 
一 个 基 . 有 一 种 标准 程序 从 这 些 向 量 构造 一 个 正 交 向 量 组 bj，… ,bn, 并 且 使 得 对 
于 每 个 i, 向 量 组 加 ,b, 与 向 量 组 a1,… ,a, 张 成 同一 空间 . 该 程序 称 为 Gram- 
Schmidt 方法 . 现在 来 回顾 一 下 这 种 方法 . 

给 定 a,… ,an, 置 


六 一 ah， 
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ba = a2 — Mb 
而 对 一 般 的 
b= 0 — Mbi — Mab — — Nib, 

其 中 入 为 待定 标量 . 至 于 这 些 标量 取 什 么 值 是 无 关 紧 要 的 , 但 我 们 注意 到 , 对 每 
jj 向 量 a; 是 向 量 by,… ,b, 的 线性 组 合 , 从 而 对 每 个 j, 向 量 b; 可 以 写成 向 量 
al … ,ai 的 线性 组 合 (证 明 可 用 数学 归纳 法 进行 ). 这 两 个 事实 春 涵 着 对 于 每 个 i， 
向 量 组 a1,… ,a, 与 向 量 组 bi,… ,b, 张 成 R" 的 同一 个 子 空间 , 而 且 由 此 可 知 向 
量 bl,… ,bn 是 线性 无 关 的 , 因为 它们 是 n 个 向 量 并 且 正 如 刚才 所 指出 的 那样 , 它 
们 张 成 R". 特别 , 各 b, 中 无 一 为 零 

现在 我 们 指出 , 实际 上 标量 入 ， 可 以 选取 得 使 各 向 量 b, 相互 正 交 ， 可 用 归 
纳 法 来 证 明 这 个 结论 . 如 果 向 量 b1,… ,b,-， 是 相互 正 交 的 , 那么 只 需 用 每 个 向 量 
by(j = 1,… ,i 一 1) 对 bs 的 表达 式 两 边 作 点 乘积 , 则 得 


人 多 ) = (a1,b)) — (by,b,). 


因为 b, #0, 故 有 唯一 的 一 个 Xw 值 使 该 等 式 右边 为 零 . 对 于 标量 和 的 这 种 取 法 
向 量 b, 与 每 个 向 量 b,… ,b,_1 正 交 . 

一 旦 有 了 各 非 零 向 量 b,, 只 需 用 它 的 模 Ib,j| 去 除 即 可 求 出 我 们 所 期 望 的 R" 
的 规范 正 交 基 . 口 

定理 21.2 ” 令 W 是 R" 的 一 个 k 维 线性 子 空间 , 则 存在 一 个 正 交 变 换 h : 
R" 一 R" 把 W 映射 为 R" 的 子 空间 R* x 0. 

证 明 ”选取 R" 的 一 个 规范 正 交 基 b，,… ,bn 使 得 其 中 的 前 上 个 基 元 bi，……. ,bk 
构成 W 的 一 个 基 . 令 g : R" 一 R" 是 线性 变换 g(z) = B.z, 其 中 B 是 这 样 一 
个 和 矩阵， 它 的 相继 各 列 依次 是 bi,… , bn。 那么 9 是 一 个 正 交 变 换 ， 并 且 对 所 有 
iig(e) = b. 特别 , 9 把 以 ei,… ,ex 为 基 的 子 空间 R* x 0 映射 到 W 上 . 于 是 9 
的 逆 就 是 我 们 要 寻求 的 变换 0 

下 面 我 们 就 来 得 出 维 体积 的 概念 . 

定理 21.3 ”存在 唯一 的 这 样 一 个 函数 V, 它 对 每 一 个 由 R" 的 元 素 组 成 的 人 
元 组 (z1,… ,zk) 指派 一 个 非 负数 并 且 使 得 

(D 如 果 hh: Rn 一 R" 是 一 个 正 交 变 换 , 那么 


(Rb) = V(zb , ok). 
(2) 如 果 yy,… ,ys 属于 Rn 的 子 空间 R* x 0, 因而 有 


w= [= 


.150. 第 五 章 流 形 


那么 
Vly ,as) = |detlz1 zl. 

当 且 仅 当 向 量 z1,… ,zx 线性 相关 时 函数 V 为 零 . 此 外 函数 V 还 满足 下 列 等 式 
V(e5 ,4) = [det(XT™ -XY/?, 


其 中 六 是 mx 矩阵 X = [zi zi. 
我 们 常 将 V(z1,.… ,zk) 简 记 为 V(X). 
证 明 给 定 X = [zl …zkj, 定义 


F(X) = det(XT. X). 


第 一 步 . 如 果 hh: R" 一 R" 是 由 h(z) = 4.z 给 出 的 一 个 正 交 变 换 , 其 中 4 是 
一 个 正 交 矩 阵 , 那么 


F(4.X) = det((4.X)T7.(4.X)) = det(XT.X) = F(X). 


而 且 , 如 果 2 是 一 个 上 x 大 和 矩阵 且 Y 是 mx 大 矩阵 


F(Y) = det (em | ]) = det(2™. 2) = det?2. 


第 二 步 . 由 上 式 可 知 下 是 非 负 的 . 对 于 R" 中 给 定 的 1,… ,zi, 令 W 是 Rn 
的 一 个 包含 这 些 向 量 的 上 维 子 空间 . (如 果 各 z; 是 线性 无 关 的 , 那么 W 是 唯一 的 .) 
令 h(z) = 4.z 是 Rn 的 一 个 将 W 映射 到 子 空间 R* x 0 上 的 正 交 变换 , 那么 4.X 
具有 下 列 形式 
下 用 [ | : 
0 


因而 F(X) = F(4.X) = det? 2Z > 0. 注意 到 F(X) = 0 当 且 仅 当 2 的 各 列 是 线性 
相关 的 , 而 且 当 且 仅 当 向 量 =i,… ,zk 线性 相关 时 这 种 情况 才 会 发 生 . 
第 三 步 . 现在 定义 V(X) = (F(X))/2 . 从 第 一 步 的 计算 可 知 V 满足 条 件 (1) 
和 (2), 又 从 第 二 步 的 计算 得 知 V 由 这 两 个 条 件 唯一 地 确定 . 口 
定义 ”如 果 z1,… ,zs 是 R" 中 的 线性 无 关 向 量 , 那么 就 将 平行 六 面体 P = 
P(z1,… ,zk) 的 大 维 体积 定义 为 正 数 V(z1,… ,zh). 
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例 1 考虑 Rs 中 的 两 个 线性 无 关 向 量 a 和 b, 并 令 X 表示 矩阵 X = [a 串 . 
那么 V(X) 是 以 a 和 已 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 令 9 是 由 (a,b) = llallllbl| cos0 
定义 的 a 与 b 之 间 的 夹 角 . 那么 


(V(X))? = det(XT .XxX) -ea| le (eb) | 


(b,a) llol? 
= llall?lbll?(1 ~ cos? 9) = lal2lol2sin2 0. 


图 21.1 说 明 为 什么 在 微 积分 中 把 这 个 数 解释 成 以 a 和 b 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 


图 21.1 


在 微 积分 中 还 研究 过 以 a 和 6b 为 边 的 平行 四 边 形 的 另 一 个 面积 公式 . 车 a xb 
是 由 下 式 定义 的 a 与 5 的 又 乘积 


_ [pl fo a bh 
ae[ EN EE 


那么 从 微 积分 中 获悉 数值 la x bl| 就 等 于 P(a, 6) 的 面积 . 通过 直接 验证 下 式 可 知 
其 合理 性 : 


llal2loi2 — (a, b)? = lla x bl?. 


该 验证 工作 往往 留 给 读者 作为 已 题 , 这 是 一 个 很 不 错 的 练习 . 

正如 Rs 中 的 平行 四 边 形 一 样 , R" 中 的 维 平行 六 面体 也 有 两 个 不 同 的 维 
体积 公式 . 第 一 个 是 在 上 面 的 定理 中 所 给 出 的 公式 . 它 对 于 理论 研究 而 言 是 很 方便 
的 , 但 有 时 对 于 计算 来 说 却 不 能 令 人 满意 ， 第 二 个 是 刚才 讨论 过 的 叉 积 公式 的 推 
广 , 实际 上 它 常常 更 便于 应 用 . 现在 就 来 导出 这 个 公式 , 在 某 些 例题 和 习题 中 将 会 
用 到 它 . 


… ,Zk 是 R" 中 的 向 量 , k< n. 令 X 表示 矩阵 X = [zl … zh]. 
) 是 整数 的 上 元 组 且 使 得 1 < 主 < 如 <… < 让 过 m 则 称 了 是 
…,n} 的 一 个 递增 大 元 组 , 而 且 用 


Xr 或 XG ai) 
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表示 由 X 的 第 ia，…… ,让 行 构成 的 X 的 上 x 大 阶 子 矩阵 . 
更 一 般 地 , 如 果 工 是 出 自 集合 {1,… ,n} 的 任何 整数 上 元 组 , 不 必 相 异 也 不 必 
按 任何 特定 次 序 排列 , 仍 用 同一 符号 表示 各 行 依次 是 X 的 第 王 ,，…… ,i 行 的 及 x 
和 矩阵, 当然 按 这 种 意义 它 未 必 是 处 的 子 和 矩阵 . 
+ 定理 21.4 ” 令 生 是 一 个 nx 大 和 矩 阵 , 大 < mm. 那么 
ya 
Ddeexs| ， 
I 
其 中 符号 [7] 表示 对 所 有 出 自 集合 {1,… ,n} 的 递增 元 组 求 和 . 
这 个 定理 可 以 看 作 关于 上 维 体积 的 毕 德 哥 拉 斯 定理 , 它 说 明 Rn 中 的 k 维 平 
行 六 面体 P 的 体积 的 平方 等 于 将 PP 投影 到 R" 的 各 个 维 坐 标 平面 上 而 得 到 的 
各 人 维 平行 六 面体 的 体积 的 平方 和 . 
证 明 令 义 为 nxk 阶 矩阵 . 令 
F(X) = det(X™. X), G(X)= 5 detxX. 
四 
要 证 明 本 定理 等 价 于 证 明 对 所 有 X 都 有 F(X) = G(X) 成 立 . 
第 一 步 . 证 明 当 k 上 = 1 或 上 =n 时 定理 成 立 . 车 上 = 1 则 X 就 是 以 入,… ,和 An 
为 元 素 的 列 矩 阵 , 那么 


V(X)= 


F(X) = DW)? = G(z). 
如 果 大 = mw 则 定义 G 的 和 式 只 有 一 项 , 并 且 
F(X) = det2X = G(X). 
第 二 步 . 如 果 X = [z1…z4] 并 且 各 z, 是 正 交 的 ,那么 
F(X) = lles lleal? :lenl 


XT .XX 的 一 般 元 是 zz . =, 这 正 是 =, 与 =; 的 点 乘积 . 因而 车 各 z, 相互 正 交 , 那 
么 XT .X 是 以 |z,? 为 对 角 线 元 的 对 角 和 矩阵 . 

第 三 步 . 考虑 下 列 两 种 初等 列 运算 , 其 中 了 却 必 

(1) 交换 第 7 列 和 第 1 列 - 

(2) 用 第 7 列 加 上 第 ! 列 乘 以 < 来 代替 第 j 列 . 
我 们 来 证 明 无 论 将 这 两 种 运算 中 的 哪 一 种 应 用 于 X, 均 不 改变 下 或 G 的 值 . 

给 定 一 个 与 初等 矩阵 E 相对 应 的 初等 行 运算 , 那么 巨 .XX 等 于 将 这 个 初等 行 
运算 应 用 于 X 而 得 到 的 矩阵 . 通过 将 X 转 置 并 左 乘 以 媚 然后 再 转 置 回来 , 就 可 
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以 算出 对 X 施行 相应 初等 列 运算 的 结果 . 因而 对 X 施行 初等 列 运 算 而 得 到 的 矩 


阵 为 
(已 .XT)T = 大 .ET. 
由 此 可 知 这 两 种 运算 确实 不 改变 已 的 值 . 事实 上 ， 因 为 对 这 两 种 运算 而 言 
det 忆 = 土 1, 故 有 


F(X .ET)= det(E- XT.X. ET)= (detB)(det(XT.X))(det ET 


= F(X). 
这 两 种 运算 也 不 改变 G 的 值 . 注意 到 若 将 这 两 种 初等 列 运算 之 一 应 用 于 X, 然 
后 再 删 去 除 第 iL,… ,tk 行 之 外 的 所 有 行 结果 与 先 删 去 除 第 记 ,，… ,i 行 以 外 的 所 


有 行 , 然后 再 应 用 相应 的 初等 列 运算 所 得 的 结果 是 相同 的 . 这 意味 着 
(X :ET = XET. 
于 是 可 以 算出 
G(X ET) = Ddet?(X. ET) = Ddet*(X1 BT) 
ul 四 
= 和 (det2Xr)(det2ET) = G(X). 
四 
第 四 步 . 为 了 证 明定 理 对 于 给 定 阶 数 的 所 有 矩阵 成 立 , 我 们 来 说 明 只 需 证 明 对 
于 在 和 矩阵 的 底 行 中 可 能 除 最 后 一 个 元 素 之 外 其 余 元 素 为 零 并 且 它 的 各 列 构成 一 个 
正 交 组 的 特殊 情况 下 定理 成 立即 可 . 
给 定 X, 如 果 X 的 最 后 一 行 有 一 个 非 零 元 , 那么 就 可 以 用 特定 类 型 的 初等 运 
算 把 矩阵 变 成 下 列 形 式 
SD 
以 [ 0.0 入 ] ” 


其 中 入 关 0. 如 果 X 的 最 后 一 行 没有 非 零 元 . 那么 它 已 经 具有 这 种 形式 , 其 中 = 0. 
现在 对 这 个 矩阵 的 列 向 量 组 应 用 Gram-Schmidt 程序 . 第 一 列 保持 原状 . 在 一 般 步 
台中 , 将 第 7 列 用 它 自身 减 去 前 面 各 列 与 标量 的 乘积 来 代替 . 因而 Gram-Schmidt 
程序 只 包含 (2) 型 的 初等 列 运算 . 在 此 过 程 中 最 后 一 行 的 零 元 素 保持 不 变 . 当 程序 
终止 时 , 矩阵 的 各 列 是 正 交 的 而 且 和 矩阵 仍然 具有 DD 的 形式 . 

第 五 步 . 对 n 用 归纳 法 完成 定理 的 证 明 . 

如 果 n= 1, 那么 上 = 1 并 且 符合 第 一 步 的 情况 . 如 果 n = 2, 那么 k= 1 或 者 
不 二 2, 于 是 也 适用 于 第 一 步 的 情况 . 现在 假设 定理 对 行 数 少 于 ”的 矩阵 成 立 , 并 证 
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明 对 nx 大 的 矩阵 成 立 . 鉴于 第 一 步 , 只 需 考虑 1 < k < n 的 情况 即 可 . 根据 第 四 
步 . 可 设 在 X 的 最 后 一 行 中 的 所 有 元 素 可 能 除 最 后 一 个 之 外 全 部 为 替 , 而 且 X 的 
列 是 正 交 的 . 那么 X 具有 下 列 形式 


[1]， 
0 0 A 


其 中 R"-! 的 各 向 量 5 是 正 交 的 , 这 是 因为 X 的 各 列 是 R" 中 的 正 交 向 量 . 为 了 
记号 方便 , 令 B 和 C 分 别 表示 如 下 矩阵 : 


B=[bbe], C= [bbe-). 
用 B 和 C 算 出 F(X) 如 下 : 
F(X)= or (or + 和) (由 第 二 步 ) 


=F(B)+ NF(C). 
为 了 计算 G(X), 按 ik 的 值 把 G(X) 的 定义 中 的 和 式 分 为 两 部 分 ， 
(*) G(X) = det2Xr+ > det2XT- 
于 是 车 了 = (ia，… , 认 ) 是 满足 it < n 的 递增 上 元 组 , 则 Xi = Bi. 因此 , (*) 式 中 
的 第 一 个 和 式 等 于 G(B). 另 一 方面 , 若 i , 则 算出 


det X(i, 


11) 二 土 Mdet Ci ie). 
由 此 可 知 (*) 式 中 的 第 二 个 和 式 等 于 XG(C). 于 是 


G(X) = G(B) + NG(C). 


由 归纳 假设 可 知 , F(B) = G(B),F(C) = G(C). 由 此 可 知 F(X) = G(X). 口 
习 题 
1. 令 

1 0 0 
| 
oo01 
abe 

(四 求 XT.X. 


(b) 求 V(X)- 
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2. 令 za,… ,zk 是 Rr 中 的 向 量 . 证 明 
V(z1 7 ,Mr 2) 一 TIY(za zt) 


3. 令 h:R" 一 R" 是 由 h(z) = Xz 定义 的 函数 . 若 全 是 R" 中 的 一 个 维 平行 六 面 
体 . 求 用 PP 的 体积 表示 AP) 的 体积 的 关系 式 . 

4.(a) 利用 定理 21.4 验证 例 1 中 所 述 的 最 后 一 个 等 式 . 

(b) 通过 直接 计算 验证 该 等 式 . 

5. 证 明 下 列 定理 : 

定理 令 W 是 一 个 带 内 积 的 n 维 向 量 空间 . 那么 存在 W 的 向 量 上 元 组 的 唯一 一 个 实 
值 函数 V(z1,… ,zx) 使 得 

(i) 交换 z, 和 z,, 不 改变 V 的 值 . 

的 用 =, + ezy( 关门 代 区 =, 不 改变 V 的 值 

(省 ) 以 Xx, 代替 =, 则 V 的 值 乘 以 | 和 |. 

(iv) 车 各 z, 是 规范 正 交 的 , 则 V (z1,… ,zk) = 1. 

证 明 (a) 证 明 唯一 性 . | 提示 : 利用 Gram-Schmidt 方法 . ] 

(b) 证 明 存在 性 .| 提示 : 如 果 了 : W 一 R" 是 一 个 把 规范 正 交 基 变 为 规范 正 交 基 的 线性 
变换 , 那么 把 W 上 的 内 积 变 成 R* 上 的 点 乘积 . ] 


$22， 参数 化 流 形 的 体积 


现在 我 们 来 定义 什么 是 R" 中 的 参数 化 流 形 , 并 且 定义 它 的 体积 , 这 种 定义 扒 
广 了 在 微 积分 中 所 给 出 的 Rs 中 的 参数 曲线 的 长 度 和 参数 曲面 的 面积 的 定义 . 

定义 令 k<n. 邻 4 是 R* 中 的 开 集 并 且 a:4-，R" 是 一 个 Cr(r>1) 映 
射 . 集合 Y = a(4) 连同 映射 a 一 起 就 构成 一 个 所 谓 (k 维 ) 参数 化 流 形 . 我 们 把 
该 参数 流 形 记 作 ya, 并 将 Ya 的 (k 维 ) 体积 定义 为 


v(Ys) = fi V(Da), 


假 车 这 个 积分 存在 . 

现在 我 们 给 出 一 个 巧妙 的 论证 以 证 明 该 体积 定义 是 合理 的 . 设 4 是 R* 中 的 
德 形 Q 的 内 部 , 并 且 假 设 a : 4 一 R" 能 被 扩张 成 Q 的 邻 域 上 的 Cr 映射 ， 令 
Y =a(4). 

令 己 是 Q 的 一 个 划分 . 考虑 由 P 决定 的 子 矩 形 之 一 


R= [abar 十 司 ] x x [og,ak + hx]. 
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于 是 R 被 a 映射 成 包含 在 Y 中 的 一 个 “ 曲 边 矩形 ”. R 的 以 a 和 a + juei 为 端 
点 的 边 被 a 映射 为 R" 中 的 曲线 , 连接 该 曲线 的 起 点 到 终点 的 向 量 是 


a(a+ he,)— a(a). 


如 我 们 所 知 , 这 个 向 量 的 一 阶 近似 是 


mw = Da(a) he, = 识 -h 


| 


5 
图 22.1 


因此 就 可 以 考虑 以 向 量 v, 为 边 的 上 维 平行 六 面体 刀 , 在 某 种 意义 上 它 是 “ 曲 边 矩 
形 ” a(R) 的 一 阶 近似 . 参看 图 22.1, P 的 k 维 体积 为 


Vo = 如 名 (hn) =V(Da(a) (8). 
对 所 有 子 矩形 R 上 的 这 种 表达 式 求 和 , 则 得 到 一 个 介 于 函数 V(Da) 关于 划分 己 


的 一 种 近似 . 通过 选取 适当 的 划分 P, 可 以 使 这 种 近似 做 到 要 多 接近 有 多 么 接近 . 
现在 来 定义 标量 函数 在 参数 流 形 上 的 积分 . 
定义 令 4 是 R* 中 的 开 集 ; 令 a : 4 一 R" 是 C" 映射 并 且 记 Y = a(A4). 
令 f 是 在 Y 的 每 一 点 都 有 定义 的 实 值 连续 函数 . 如 果 下 列 积分 存在 , 则 定义 / 在 
Ya 上 关于 体积 的 积分 为 


oh fav = 人 dosavtza， 


在 这 里 我 们 通过 使 用 无 实质 意义 的 符号 dV 而 回归 到 微 积分 的 记号 以 表示 对 
体积 的 积分 . 注意 到 按 这 种 记 法 , 则 有 


v(Ya) = ~ aV. 
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我 们 来 证 明 这 个 积分 是 参数 变换 下 的 不 变量 . 

定理 22.1 令 9g:4 一 妃 是 Ret 中 的 开 集 之 间 的 微分 同 胚 ; 令 8 : 妃 一 R" 
是 一 个 Cr 映射 ,并 且 记 Y= B(B); 令 a= fog. 那么 a:4 一 Rn 并 且 Y= a(4). 
如 果 f :Y 一 R 是 一 个 连续 函数 , 那么 f 在 Ya 上 可 积 当 且 仅 当 它 在 Ya 上 可 积 . 


在 此 情况 下 ， 
EE Lrav= sav 


特别 地 , v(Y。) = v(Y8). 


证 阴 。 我 们 必须 证 明 
/eav(om= /dsavtpw， 
|; 人 


其 中 若 一 个 积分 存在 则 另 一 个 积分 也 存在 . 参看 图 22.2. 
由 变量 替换 定理 得 知 


heavewa = /salegjv(pajsglldagl 
有 | 


我 们 来 证 明 
(V(DB) o 9)| det Dgl = V (Da), 


从 而 完成 定理 的 证 明 . 令 z 表示 4 的 一 般 点 并 且 y = g(z). 由 链 规则 
Dalz) = DB(y) : Dg(z). 


IV(Da(z)F = det(Dg(z)™ . DB(y)™ - DB(y): Dg(z)) 
= det(Dg(z))?[V (DB(y)))?. 
于 是 所 期 望 的 等 式 成 立 . 口 
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关于 记号 的 注释 . 在 本 书 中 当 论述 关于 体积 的 积分 时 将 使 用 符号 dy 以 避免 
与 微分 算 子 d 和 将 在 后 续 各 章 中 引进 的 记号 A du 相 混淆 . 积分 人 dy 和 人 dw 
是 完全 不 同 的 概念 . 然而 在 文献 中 通常 在 两 种 情况 下 都 使 用 同一 符号 d 所 以 侠 者 
必须 从 上 下 文 来 确定 它 究竟 表达 哪 种 意义 . 

例 1 令 4 是 Ri 中 的 一 个 开 区 间 ; 令 a : 4 一 Rn 是 一 个 Cr 映射 并 且 
Y = a(4). 那么 Ya 称 为 R" 中 的 一 条 参数 曲线 , 并 且 常 将 它 的 一 维 体积 称 为 它 的 
长 度 . 该 长 度 由 下 列 公式 给 出 


2 a2 
w= [vow =/ | 和) +…+( 敬 ) | . 
因为 Da 是 以 各 个 函数 da,/dt 为 元 素 的 列 矩 阵 . 在 n = 3 的 情况 下 , 作为 计算 参 


数 曲 线 弧 长 的 公式 , 也 许 读者 已 经 熟悉 该 公式 . 
例 2 ”考虑 参数 曲线 


ab = (acost,asint), 0<t< 3r. 
用 例 1 中 的 公式 算出 它 的 长 度 为 

/ 四 sin2t + a? cos?t]1/? = 3ra. 
参看 图 22.3. 因为 a 不 是 一 一 的 , 所 以 这 个 值 所 度量 的 并 非 其 象 集 (以 a 为 半径 的 


圆周 ) 的 实际 长 度 , 而 是 运动 方程 为 z = a(t)(0 < t < 3r) 的 质点 所 经 过 的 距离 . 以 
后 将 只 限于 考虑 一 一 的 参数 表示 以 避免 此 类 情况 发 生 . 


A 


图 22.3 


例 3 令 4A 是 R? 中 的 开 集 , 令 a:4-R" 是 一 个 Cr 映射 并 且 Y = ah) 吧 
称 为 R 中 的 参数 曲面, 它 的 二 维 体积 通常 称 为 它 的 面积 
考虑 n = 3 的 情况 , 若 用 (z,y) 表示 R? 的 一 般 点 , 那么 Da 一 [ 


且 有 a 
"=] vos=/ | 器 x 器 |: 


Oa ba 


器 吕 |, 并 
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(参看 上 一 节 的 例 1) 特别 , 若 a 具有 下 列 形式 
al(z,y) = (z,y, f(z,9)), 
其 中 f : 4 一 RR 是 一 个 Cr 函数 , 那么 Y 明显 地 是 f 的 图 象 而 且 有 


1 0 
Da= 0 1 


af/ar Of/0y 


因而 
y2 


A 
A 
读者 可 以 将 这 些 结果 看 作 微 积分 中 给 出 的 曲面 的 面积 分 式 . 
例 4 设 4 是 R2 中 的 开国 盘 z?+y?<a?, 并且 f 是 下 列 函数 
f(s,9) = [a — sy), 


那么 的 图 象 称 为 以 。 为 半径 的 半球 面 , 参看 图 22.4. 


图 22.4 
令 a(z,y) = (zy,f(z,y)). 可 以 验证 
V(Da) =a/(@ -#2 yp) 


因而 (用 极 从 标 ) 有 
v6) = far/ = 
月 


其 中 B 是 (r,9) 平面 上 的 开 集 (0,a) x (0,2r). 这 是 一 个 非 正常 积分 , 因而 不 能 使 
用 只 对 正常 积分 所 证 明 的 Fubini 定理 , 而 应 在 集合 (0,an) x (0,2r) 上 用 Fubini 定 
理 进 行 积分 , 其 中 0 < an < a, 然后 令 an 一 a 取 极限 , 则 有 


(Yo) = ms(-2ra) [(o2 — 02)2 — a] = 27o2. 
另 一 种 避免 使 用 非 正常 积分 来 计算 该 面积 的 方法 在 825 中 给 出 . 
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习 是 


1. 令 4 是 R* 中 的 开 集 , a : 4 一 R" 是 C" 映射 并 记 Y = a(4), 设 h:R" 一 R" 是 
一 个 等 距 变 换 且 2 = h(Y), 再 令 8 = hoa. 证 明 Ys。 和 Zs 有 相同 的 体积 . 

2. 令 4 是 R* 中 的 开 集 , / : 4 一 及 是 Cr 函数 ; 令 Y 是 了 在 R*+! 中 的 图 象 , 并 且 用 
由 a(z) = (z,f(z)) 给 出 的 函数 a : 4 一 R**! 参数 化 . 将 v(Y。) 表示 成 积分 形式 . 

3. 令 4 是 R* 中 的 开 集 , a ; 4 一 Rr 为 Cr 映射 , 并 且 记 Y = a(4). 参数 流 形 Y, 的 
形 心 c(ys) 是 R" 中 的 这 样 一 点 , 它 的 第 ;个 坐标 由 下 式 给 出 : 


1 
a0 = [rr 


其 中 心 : R" 一 R 是 第 ;个 射影 函数 . 
(a) 求 下 列 参数 曲线 的 形 心 : 


alt) = (acost,asint), 0<t<. 


(b) 求 Rs 中 半径 为 a 的 半球 面 的 形 心 (参看 例 4). 

*4， 下 列 习题 给 出 了 一 个 强 有 力 的 论据 以 证 明 我 们 对 体积 的 定义 是 合理 的 ， 我 们 只 考虑 
Rs 中 的 曲面 的 情形 , 但 是 类 似 的 结果 普遍 成 立 . 

在 Rs 中 给 定 三 点 a,b,c, 令 C 是 以 b -~ a 和 c 一 a 为 列 的 矩阵 , 由 hz) = C.z+a 
给 出 的 变换 h : R? 一 R3 分 别 将 ,et es 映射 成 a,b,c, 集合 


A={(z,ylz >0,y>0,r+y<1} 


在 hh 之 下 的 象 Y 称 为 Ra 中 以 a,b,c 为 项 点 的 ( 开 ) 三 角形 , 参看 图 22.5、 可 以 验证 参数 曲 
面 Y 的 面积 等 于 以 b -a 和 c -- a 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 的 一 半 . 


图 22.5 


现在 令 Q 是 R? 中 的 一 个 矩形 并 且 a : 8 一 Ra, 设 a 能 够 扩张 成 一 个 在 包含 Q 的 一 个 
开 集 上 定义 的 C" 映射 . 令 已 是 Q 的 一 个 划分 . 令 尺 是 由 PP 决定 的 一 个 子 矩形 , 比方 说 


R= [aa+ 辣 x 也 8 十 同 . 


考虑 以 
atabj,ata 十 记 及 和 ata 十 如 8 二 肝 
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为 顶点 的 三 角形 Ai(R) 和 以 
atab,ata,b 十 有 和 aa 十 各 8 十 有 
为 顶点 的 三 角形 A2(R). 将 这 两 个 三 角形 看 作 是 对 “ 曲 边 矩形 ”af( 忌 ) 的 逼近 , 参看 图 22.6. 然 


后 定义 
A(P) = D(A (A)) + oA2(R)], 


其 中 求 和 是 在 由 P 决定 的 所 有 子 矩 形 R 上 进行 的 . 这 个 值 是 逼近 于 a(Q) 的 多 面 形 折 曲 面 的 
面积 
Ai A(R) 


afg) 


图 22.6 


证 明 下 列 定理 ， 
定理 令 Q 是 R? 中 的 一 个 矩形 , 令 a : 4 一 Rs 是 一 个 在 包含 Q 的 开 集 上 定义 的 Cr 
映射 . 给 定 < > 0, 存在 一 个 5 > 0 使 得 对 于 @ 的 每 一 个 网 距 小 于 5 的 划分 己 , 


4(P) - | V(pa)| <e. 
I4(P) 人 (Do) 
证 明 (a) 给 定 Q 的 点 z1,… ,ze, 令 


Diam(z1) Daa(z4) 
Diaa(za) Daoa(zs 
Dias(z3) Daos(ze) 


那么 矩阵 Da 恰好 是 矩阵 Da 而 且 它 的 各 元 素 是 在 Q 的 不 同 点 上 赋值 的 .证明 若 及 是 由 已 
决定 的 一 个 子 矩 形 , 那么 存在 玉 的 点 ri,… ,ze, 使 得 
WAAR) = (atzh ,za)) :of 有 


证 明 对 v(A2(R)) 也 有 类 似 的 结果 . 
(b) 给 定 > 0, 证 明 可 以 选取 5 > 0 使 得 若 =,,y, e Q 并 且 |z, 一 y,| < 5 对 于 i 二 1， 
成 立 , 那么 


Dalz1,.… ,ze) = 


WV(Da(z1,e*: ,0)) ~ V(Da(y,,* ,ye)| < 
(©) 完成 定理 的 证 明 . 
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823， Rn" 中 的 流 形 


现在 流 形 已 成 为 数学 中 最 重要 的 一 类 空间 , 它们 在 微分 几何 、 理 论 物 理 以 及 代 
数 拓扑 等 邻 域 中 都 是 有 用 的 . 在 本 书 中 我 们 仅 限于 研究 Euclid 空间 R" 的 子 流 形 ， 
但 在 最 后 一 章 我 们 将 定义 抽象 流 形 并 且 讨 论 如 何 把 前 面 的 结果 推广 到 抽象 流 形 的 
情况 . 

我 们 先 从 定义 一 种 特殊 流 形 开始 . 

定义 令 上 >0. 设 M 是 R" 的 一 个 具有 下 列 性 质 的 子 空间 对 于 每 一 个 
PE M, 都 有 M 的 一 个 包含 p 点 的 开 集 V 和 Rs 的 一 个 开 集 U, 并 且 有 一 个 将 UU 
一 一 地 映射 到 V 上 的 连续 映射 a:U 一 V 使 得 

(D) a 是 cr 的 . 

(2) a-! :V 一 U 是 连续 的 . 

(3) 对 每 一 个 = e 以 Da(z) 的 秩 均 为 
那么 我 们 将 M 称 为 R" 中 的 一 个 上 维 无 边 Cr 流 形 , 并 把 映射 a 称 作 M 上 的 一 
个 包含 p 点 的 坐标 卡 . 

现在 让 我 们 来 考虑 该 定义 中 各 种 条 件 的 几何 意义 . 

例 1 考虑 上 = 1 的 情况 . 如 果 a 是 M 上 的 一 个 坐标 卡 , 那么 Da 的 秩 为 1 
的 条 件 仅仅 意味 着 Da 关 0. 这 个 条 件 排除 了 M 会 有 “人 尖 点 ” 和 “拐角 点 ”的 可 能 
性 . 例如 , 令 a : R 一 R2 由 等 式 a(t) = (ba,t2) 给 出 , 并 且 令 M 是 a 的 象 集 . 那么 
M 在 原点 处 有 尖 点 ( 见 图 23.1). 这 里 a 是 Ce 的 而 a-! 是 连续 的 , 但 是 Da 在 


t=0 点 的 秩 不 为 1. 


图 23.1 


类 似 地 , 令 8: R 一 R? 由 B(t) = (ba, | 四 |) 给 出 , 并 且 令 N 是 8 的 象 集 . 那么 
W 在 原点 处 有 一 个 角 点 ( 见 图 23.2). 可 以 验证 , 这 里 8 是 C? 的 而 6-:! 是 连续 的 ， 
但 D8 在 t=0 点 的 秩 不 为 1. 


Ny 
8 
图 23.2 


823。 Rr 中 的 流 形 163. 


例 2 考虑 二 2 的 情况 , Data) 的 秩 为 2 的 条 件 意味 着 Da 的 列 2 和 

总 在 a 点 是 线性 无 关 的 . 注意 到 估 - 是 出线 /(!) = ata +te,) 的 速度 向 量 , 因 
, 

而 它 与 出面 M 相 切 .于 是 毅 和 总 张 成 M 的 一 个 二 维 切 平面 (参看 图 23.3). 


多 一 


图 23.3 


当 这 个 条 件 不 成 立时 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 作为 一 个 例子 我 们 来 考虑 由 下 式 给 
出 的 函数 a: R? 一 R3 


az = (z(z2 + 9), y+), 2 +), 


并 且 令 M 是 a 的 象 集 . 那么 M 在 原点 处 没有 切 平面 (参看 图 23.4). 映射 a 是 
Ce 的 而 or-: 是 连续 的 , 但 是 Da 在 0 点 的 秩 不 等 于 2. 


图 234 
例 3 “a! 为 连续 的 条 件 也 是 为 排除 各 种 “病态 行为 ”发 生 的 可 能 性 . 例如 ， 
令 是 映射 
al#) = (sin2t)(|costl, sint),0 < t < 7, 
并 且 令 M 是 a 的 象 集 . 那么 M 是 平面 上 的 “8 字形 ”. 映射 a 是 使 得 Da 的 秩 
为 1 的 C1 映射 ,而 且 a 将 区 间 (0,7) 一 一 地 映射 到 M 上 . 但 是 函数 a-! 不 是 连 
续 的 . 因为 a-! 的 连续 性 意味 着 a 把 UV 中 的 任何 开 集 Uo 映射 M 中 的 一 个 开 集 
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上 . 在 这 种 情况 下 , 在 图 23.5 中 夯 出 的 较 小 的 区 间 Uo 的 象 不 是 M 中 的 开 集 . 能 
够 看 出 a-! 不 连续 的 另 一 种 方法 是 注意 到 M 中 0 点 附近 的 点 在 a-! 下 未 必 映 射 
成 了 附近 的 点 . 


a 


图 23.5 


例 4 令 4 是 Rs 中 的 开 集 , 令 a:4 一 Rn 为 Cr 映射 并 且 Y = a(4). 那 
么 Ya 是 一 个 参数 化 的 流 形 , 但 Y 未 必 是 一 个 流 形 . 然而 , 若 a 是 一 一 的 , a-! 是 
连续 的 并 且 Da 的 秩 为 k, 那么 Y 是 一 个 无 边 流 形 , 而 且 实际 上 Y 可 被 单个 坐标 
卡 a 所 覆盖 . 

现在 来 定义 流 形 的 一 般 概念 , 这 就 必须 首先 推广 在 R* 的 任意 子 集 上 定义 的 函 
数 的 可 微 性 概念 . 

定义 令 5 是 Rs: 的 一 个 子 集 并 且 /:5 一 R". 如 果 能够 扩张 成 一 个 函数 
9 :VU 一 Rn 而 且 它 在 R* 的 一 个 包含 5 的 开 集 U 上 是 Cr 的 , 则 称 / 在 S 上 是 
Cr 的 

由 此 定义 可 知 Cr 函数 的 复合 是 Cr 的 . 设 Sc R* 并 且 有 :5S 一 R" 是 Cr 
的 再 设 TC R", 有 (5S) CT, 并 且 丘 :T 一 R? 是 Cr 的 ,那么 fof1:5 一 R? 是 
Cr 的 . 因为 车 9: 是 有 到 R* 中 的 开 集 U 上 的 一 个 Cr 扩张 而 % 是 户 到 Rn 中 
的 开 集 V 上 的 一 个 Cr 扩张 , 那么 9 ogi 是 fo 的 一 个 Cr 扩张 ,并且 定义 在 
Rs 的 包含 5 的 开 集 gr 17(V) 上 . 

下 列 引 理 说 明 如 果 f 是 局 部 Cr 的 , 那么 它 整 体 是 Cr 的 . 

引 理 23.1 邻 S 是 Re 的 一 个 子 集 并 且 了 : 5 一 R". 若 对 每 个 = e 5 都 有 
Zz 的 一 个 邻 域 Uz 和 一 个 在 Uz nS 上 与 了 一致 的 Cr 函数 gz : Uz 一 Rn, 那么 f 
在 3 上 是 Cr 的 . 

证 明 ”这 个 引 理 曾 在 $16 中 作为 一 个 习题 给 出 , 这 里 给 出 它 的 一 个 证 明 . 用 
邻 域 Uz 覆盖 5, 令 4 是 这 些 邻 域 的 并 , 令 {6} 是 4 上 从 属于 集 族 {Uz} 的 一 个 
Cr 单位 分 解 . 对 于 每 个 i, 选取 一 个 包含 的 支 集 的 邻 域 Uz, 并 且 令 g; 表示 Cr 
函数 gz : Uz 一 R". Cr 函数 bg, : Uz 一 Rn 在 Uz 的 一 个 闭 子 集 之 外 为 零 . 通 
过 令 它 在 Uz 之 外 为 零 而 将 它 扩张 成 整个 4 上 的 一 个 Cr 函数 hi. 然后 对 于 每 个 
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ze Ah, 定义 | 
az) = Dh(z). 
所 


4 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 使 得 9 在 该 邻 域 上 是 有 限 个 函数 的 和 . 因而 9 在 该 邻 
域 上 , 从 而 在 整个 4 上 是 Cr 的 . 而 且 , 若 = e 5, 那么 


加 (z) = 内 (z)gu(z) = 办 (z)7(z) 
对 每 个 使 内 (z) 关 0 的 i 成 立 . 从 而 若 ze 5， 


g(z)= D(z)f(z) = f(z). 0 
< 

定义 令 H* 表示 由 使 得 ze > 0 的 那些 = < R+ 组 成 的 R* 的 上 半空 间 . 令 
Ht 表示 由 那些 使 z。 > 0 的 = 组 成 的 开 上 半空 间 . 

我 们 将 对 那些 在 H* 中 是 开 的 而 在 Rt 中 非 开 的 集合 上 定义 的 函数 特别 感 兴 
趣 . 对 此 我 们 有 下 列 有 用 的 结果 . 

引 理 23.2” 令 尽 是 H* 中 的 开 集 但 不 是 R* 中 的 开 集 , 并 且 a:U 一 R" 是 
一 个 Cr 映射 令 6 是 a 在 R* 的 一 个 开 集 U 上 定义 的 一 个 Cr 扩张 . 那么 对 
ze U, 导数 DA(z) 只 依赖 于 函数 a 而 不 依赖 于 扩张 8， 由 此 可 知 , 我 们 可 以 用 
Da(z) 表示 该 导数 而 不 会 产生 歧义 . 

证 明 ”注意 到 , 为 了 计算 = 点 的 偏 导数 剖 我 们 来 构造 差 商 


[B(z + he,) — B(z)]/h 


并 且 取 当 h 趋 于 0 时 的 极限 . 对 于 计算 而 言 , 只 需 令 h 经 过 正 值 而 趋 于 0 即 可 . 在 
此 情况 下 , 若 = 在 He 中 , 那么 = + he 也 在 H* 中 . 因为 在 H* 的 点 上 8 与 a 一 
致 , 所 以 DB(z) 的 值 只 依赖 于 a. 参看 图 23.6. 口 


图 23.6 
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现在 来 定义 流 形 的 概念 . 

定义 ” 令 上 > 0. Rn 中 的 一 个 大 维 Cr 流 形 是 R" 的 一 个 具有 下 列 性 质 的 子 
空间 M: 对 于 每 一 个 pe M, 均 有 M 的 一 个 包含 p 点 的 开 集 V 与 在 R* 或 H* 中 
的 一 个 开 集 U 以 及 一 个 将 U 一 一 映射 到 V 上 的 连续 映射 a: U 一 V 并 且 使 得 : 

(Da 是 Cr" 的 ， 

(2) a-! :V 一 U 是 连续 的 ， 

(3) 对 每 个 ze 以 Da(z) 的 秩 均 为 
映射 称 为 M 上 包含 p 点 的 一 个 坐标 卡 . 

车 将 R" 中 的 离散 点 集 称 为 R* 中 的 0 维 流 形 , 则 可 将 上 述 定义 扩展 到 上 = 0 
的 情况 . 

。 注意 到 无 边 流 形 只 是 流 形 的 坐标 卡 的 定义 域 全 部 都 是 R* 中 的 开 集 的 特殊 

情况 . 

图 23.7 列举 了 Rs 中 的 一 个 二 维 流 形 ， 图 中 所 夯 出 的 是 M 上 的 两 个 坐标 卡 ， 
其 中 一 个 的 定义 域 是 R? 中 的 开 集 , 而 另 一 个 的 定义 域 是 H? 中 的 开 集 但 不 是 R? 
中 的 开 集 . 


图 23.7 


从 图 中 容易 看 出 , 在 维 流 形 中 有 两 种 类 型 的 点 , 一 种 点 具有 像 维 开 球 那样 
的 邻 域 , 另 一 种 点 不 具备 这 种 邻 域 而 是 具有 上 维 开 半 球状 的 邻 域 . 后 一 种 点 构成 的 
集合 我 们 将 称 之 为 M 的 边界 . 然而 要 使 该 定义 精确 化 还 需要 付出 一 定 的 努力 . 我 
们 将 在 下 一 节 来 处 理 这 个 问题 . 

我 们 将 以 下 列 基本 结果 来 结束 本 节 . 

引 理 23.3 令 M 是 R" 中 的 流 形 且 a : U 一 V 是 M 上 的 坐标 卡 . 若 Uo 
是 U 的 一 个 子 集 并 且 在 U 中 是 开 的 , 那么 a 在 U。 上 的 限制 也 是 M 上 的 一 个 毕 
标 卡 . ， 

证 明 Uo 在 U 中 是 开 的 和 a-! 是 连续 的 , 这 就 萄 活着 集合 Vo = a(Ub) 在 V 
中 是 开 的 . 那么 (根据 U 在 R* 或 H* 中 是 开 的 ) Du 在 R* 或 H* 中 是 开 的 , 并 且 
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W 在 M 中 是 开 的 . 于 是 映射 alu。 是 M 上 的 一 个 坐标 卡 , 它 把 0 一 一 地 映射 到 
W 上 , 并 且 它 还 是 Cr 的 , 因为 a 是 C" 的 ; 其 递 是 连续 的 , 只 因 它 是 a-! 的 限制 ; 
而 且 它 的 导数 的 秩 为 上, 因为 Da 的 秩 为 口 

注意 到 若 没有 要 求 a-! 为 连续 的 条 件 , 那么 这 个 结果 不 成 立 , 例 3 中 的 映射 a 
满足 作为 一 个 坐标 卡 的 其 他 所 有 条 件 , 但 限制 映射 alu。 不 是 M 上 的 坐标 卡 , 因为 
它 的 象 在 M 中 不 是 开 的 


习 题 


1, 令 a: R 一 R? 为 映射 a(z) = (z,z?), 并 且 M 是 a 的 象 集 . 证 明 M 是 R? 中 的 一 
个 被 单个 坐标 卡 a 所 覆盖 的 一 维 流 形 . 

2. 令 8 : Hi 一 R? 是 映射 B(z) = (z,z?), 并 且 NN 为 B 的 象 集 , 证 明 N 是 R? 中 的 一 
维 流 形 . 

3. (a) 证 明 单位 贺 周 5: 是 R? 中 的 一 维 流 形 - 

(b) 证 明 由 

ab = (cos 2rt, sin 2nt) 

给 出 的 函数 a : |0, 1] 一 5' 不 是 SY 上 的 坐标 卡 . 

4. 令 4 是 R* 中 的 开 集 并 且 了 : A 一 RR 是 Cr 的 . 证 明 f 的 图 象 是 R*+! 中 的 大 维 
流 形 . 

5. 证 明 : 如 果 M 是 Rm 中 的 一 个 维 无 边 流 形 并 且 N 是 R" 中 的 一 个 ! 维 流 形 . 那 
么 M x NN 是 Rm"t" 中 的 一 个 上 十 ! 维 流 形 

6. (a) 证 明 本 = [0,1j 是 Ri 中 的 一 维 流 形 . 

(b) Tx 了 是 R? 中 的 二 维 流 形 吗 ? 证 明 答案 的 正确 性 . 
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本 节 我 们 将 把 流 形 的 边界 概念 精确 化 , 并 且 证 明 一 个 在 实际 构造 流 形 时 有 用 的 
定理 . 

首先 来 导出 坐标 卡 的 一 个 重要 性 质 , 即 它们 会 出 现 “ 可 微 交 王 ” 确 切 叙述 如 下 : 

定理 24.1 令 M 是 R" 中 的 一 个 k 维 C" 流 形 . 令 ao:Uo 一 WW 和 a :不 一 
WW 是 M 上 的 两 个 坐标 卡 , 并 且 使 得 W = Von Vi 是 非 空 的 . 令 W, = ari(W). 那 
么 映射 

ai!oo0: Wo— Wi 

是 Cr 的 , 并 且 它 的 导数 是 非 奇异 的 


典型 情况 画 在 图 24.1 中 , 通常 把 ai :eao 称 为 两 个 坐标 卡 ao 和 a 之 间 的 转 
移 函 数 . 


+168 


证 明 ”只 需 证 明 如 果 a:U 一 V 是 M 上 的 一 个 坐标 卡 , 那么 a-!:V 一 R* 
作为 从 R" 的 子 集 V 到 R* 中 的 映射 是 Cr 的 . 因为 到 那 时 , 由 于 ao 和 aT! 是 
Cr 的 , 从 而 它们 的 复合 ai :oao 是 Cr 的 . 同 理 可 证 oj :ea 也 是 Cr 的 . 于 是 链 
规则 蕴涵 着 这 两 个 转移 函数 都 具有 非 奇 异 的 导数 . 

为 证 明 a-! 是 Cr 的 , (由 引 理 23.1) 只 需 证 明 它 是 局 部 Cr 的 . 令 Po 是 V 的 
一 点 , 并 且 a-!(po) = zo. 我 们 来 证 明 a-! 能 够 扩张 成 一 个 在 R" 中 po 点 的 一 个 
邻 域 上 定义 的 Cr 函数 . 

首先 考虑 U 是 H* 中 的 开 集 但 不 是 R* 中 的 开 集 的 情况 . 由 假设 可 将 a 扩张 成 
一 个 把 R* 的 一 个 开 集 U' 映 入 R" 中 Cr 映射 B, 由 于 Da(zo) 的 秩 为 k, 因而 这 个 
矩阵 有 行 是 线性 无 关 的 , 为 了 方便 不 妨 设 前 上 行 是 线性 无 关 的 . 令 r: R" 一 R* 
将 Rn 投影 到 它 的 前 人 个 坐标 上 , 那么 9 = roB 将 U' 映射 到 R* 中 , 并 且 Do(zo) 
是 非 奇 异 的 . 由 反 函 数 定理 , 9 是 R* 中 一 个 包含 zo 点 的 开 集 W 与 R* 的 一 个 开 
集 之 间 的 一 个 C" 微分 局 胚 . 参看 图 24.2. 

我 们 来 证 明 Cr 类 映射 = g-!o7 就 是 我 们 所 期 望 的 a-! 到 po 的 一 个 邻 域 
A 上 的 扩张 . 首先 注意 到 集合 Uo = W NU 在 U 中 是 开 的 , 因而 集合 V。 = a(Uo) 在 
V 中 是 开 的 . 这 意味 着 存在 R" 的 一 个 开 集 4 使 得 A4NV = Vo. 可 以 选取 4 使 之 
包含 在 h 的 定义 域 中 (必要 时 可 取 它 与 +!(g(W)) 的 交 ). 那么 h: 4 一 Re 是 Cr 
的 , 而 且 若 pe ANV = W, 则 令 z =a-!(p) 并 可 算出 


h(p) = h(a(z)) =g "(wr(a(z))) = 9 "(9(2)) = z = oT(p). 
这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 
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如 果 U 是 R* 中 的 开 集 , 则 类 似 的 论证 成 立 ， 在 这 种 情况 下 , 置 U* =U 和 
有 = m 那么 上 面 的 论证 可 以 不 作 任何 改变 地 进行 . 口 

现在 我 们 来 定义 流 形 的 边界 . 

定义 令 M 是 Rn 中 的 一 个 k 维 流 形 且 pe M. 若 在 M 有 一 个 包含 p 点 
的 坐标 卡 a : U 一 V 使 得 U 是 R* 中 的 开 集 , 则 称 p 为 M 的 内 点 ; 否则 称 p 是 
M 的 边界 点 . 通常 将 M 的 边界 点 的 集合 记 为 9M, 并 且 称 之 为 M 的 边界 . 

请 注意 , 这 里 关于 “内 部 ”和 “ 功 界 ” 的 用 法 与 它们 在 一 般 拓 扑 学 中 的 用 法 无 
关 . R" 的 任何 子 集 5 都 有 拓扑 意义 上 的 内 部 、 外 部 及 边界 , 分 别 记 为 Int S、ExtS 
和 Bd5. 对 于 一 个 流 形 M 而 言 , 其 边界 记 为 BM, 而 其 内 部 则 记 为 M - 9M. 

给 定 M, 使 用 下 列 准则 即 可 容易 确定 M 的 边界 点 . 

引 理 24.2 令 M 是 R" 中 的 一 个 上 维 流 形 ; 令 a:U 一 V 是 包含 M 的 p 
点 的 一 个 坐标 卡 . 

(a) 车 U 是 R* 中 的 开 集 , 那么 p 是 M 的 一 个 内 点 . 

(b) 车 UU 是 H* 中 的 开 集 上 且 p= afzo),zo e HS, 则 p 是 M 的 内 点 . 

(0) 车 U 是 H* 中 的 开 集 , 并 且 p= a(zo),zo e R*-! x 0, 那么 p 是 M 的 边 
界 点 . 

证 明  (a) 直接 从 定义 得 出 . (b) 几乎 同样 容易 . 如 (b) 所 述 , 给 定 a: U 一 V， 
令 Uw=UNHS 且 W=a(Uo). 那么 alv。 是 一 个 包含 p 点 的 坐标 卡 , 它 把 Uo 映 
射 到 VW 上 , 并 且 Uo 是 R* 中 的 开 集 . 

现在 证 明 (c), 令 ao : Uo 一 W 是 一 个 包含 p 点 的 坐标 卡 , Uo 是 H* 中 的 开 集 ， 
并 且 p = ao(zo),zo e R*-! x0. 假设 有 一 个 包含 p 点 的 坐标 卡 al :Ui 一 Vi 并且 
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六 是 R* 中 的 开 集 , 那么 将 导致 矛盾 . 

因为 Ww 和 Vi 都 是 M 中 的 开 集 , 所 以 W = Vo n Vi 也 是 M 中 的 开 集 . 令 
W = ay1(W),i = 0,1, 那么 Wo 是 H* 中 的 开 集 并 且 包含 zo, 而 Wi 是 R* 中 的 
开 集 . 由 上 面 的 定理 可 知 , 转移 函数 


ailoam :Wi— Wo 


是 一 个 将 Wi 一 一 地 映射 到 Wo 上 的 Cr 映射 并 且 具 有 非 奇异 的 导数 . 那么 从 定理 
8.2 可 知 这 个 映射 的 象 集 在 R* 中 是 开 的 . 但 是 Wo 包含 在 H* 中 而 且 包 含 R*-!x0 


的 点 =o, 因而 不 是 R* 中 的 开 集 ! 参看 图 24.3. 口 
Ld 
一 
WD) w 
SN 
图 24.3 


注意 到 H* 本 身 是 R* 中 的 大 维 流 形 , 于 是 从 本 引 理 可 知 9H* = R*-! x 0. 

定理 24.3 令 M 是 R" 中 的 一 个 人 维 Cr 流 形 . 如 果 9M 是 非 空 的 , 那么 
9M 是 Rn 中 的 一 个 -1 维 无 边 Cr 流 形 . 

证 明 令 pesM. 令 a:0 一 Y 是 M 上 包含 p 点 的 一 个 坐标 卡 ， 那 
么 U 是 H* 中 的 开 集 , 并 且 p = a(zo) 对 于 某 个 ro e 8H* 成 立 , 由 上 面 的 引 理 ， 
Un Hi 的 每 一 点 均 被 a 映射 到 M 的 内 点 , 而 Un (3H*) 的 每 一 点 都 被 映射 成 
9M 的 点 ,因而 a 在 Un (8H*) 上 的 限制 把 这 个 集合 一 一 地 映射 到 8M 的 开 集 
W =VNOM 上 . 令 Uo 是 R*-! 的 开 子 集 并 且 使 得 Uo x0=UnaHt 若 zeD 
则 定义 ao(z) = a(z,0). 那么 ao : Uo 一 W 是 OM 上 的 一 个 坐标 卡 . 因为 a 是 Cr 
的 , 所 以 该 坐标 卡 也 是 Cr 的 , 并 且 它 的 导数 的 秩 是 有一 1, 因为 Dao(z) 仅 由 矩阵 
Dal(z,0) 的 前 上 一 1 列 组 成 . 逆 映 射 a-! 是 连续 的 , 这 是 因为 它 是 由 连续 函数 a-! 
在 W 上 的 限制 再 后 接 从 R* 到 它 的 前  -- 1 个 坐标 上 的 射影 复合 而 成 的 . 口 

此 定理 证 明 中 所 构造 的 9M 上 的 坐标 卡 ao 称 作 是 通过 限制 M 上 的 坐标 卡 a 
而 得 到 的 . 

最 后 我 们 来 证 明 一 个 实际 构造 流 形 时 有 用 的 定理 . 
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定理 24.4 令 O 是 R" 中 的 开 集 且 了 : O 一 有 是 一 个 Cr 函数 . 令 M 是 
使 得 f(z) = 0 的 点 z 的 集合 , 而 N 是 使 得 f(z) > 0 的 点 的 集合 . 设 M 是 非 空 
的 并 且 Df(z) 在 M 的 每 一 点 处 的 秩 是 1. 那么 N 是 Rn 中 的 一 个 n 维 流 形 而 且 
ON=M. 

证 明 ”首先 设 p 是 N 的 一 点 并 且 使 得 f(p) > 0. 令 U 是 R" 中 所 有 使 得 
f(z) > 0 的 点 = 组 成 的 集合 . 令 a : U 一 U 为 恒 等 映射 . 那么 a( 平 凡 地 ) 为 N 上 
包含 p 点 的 一 个 坐标 卡 , 其 定义 域 为 R" 中 的 开 集 . 

现在 设 f(p) = 0. 因为 Df(p) 不 为 零 , 所 以 各 偏 导数 D,f(p) 中 至 少 有 一 个 不 
为 零 . 不 防 设 Daf(p) 关 0. 用 等 式 F(z) = (zi1,… ,zn-1,f(z)) 定义 己 :O 一 Rn， 


那么 
Dr=|m: 0 
»* Df]’ 


因而 DF(p) 是 非 奇 异 的 . 由 此 可 知 F 是 p 在 R" 中 的 一 个 邻 域 4 与 Rn 的 一 个 
开 集 B 之 间 的 微分 同 胚 . 而 且 F 把 N 的 开 集 4m N 映射 到 H" 的 开 集 BnH" 
上 , 因为 re N 当 且 仅 当 f(z) > 0. 同时 F 还 将 4m M 映射 到 Bn8H" 上 , 因为 
ze M 当 且 仅 当 ff=) = 0. 于 是 F-! :已 nHn 一 ANN 就 是 我 们 所 需要 的 N 上 
的 坐标 卡 . 参看 图 24.4. 口 


ml, 二 


py 


有 


图 24.4 


定义 令 B"(a) 是 由 R" 的 所 有 使 得 lzll < a 的 点 z 组 成 的 , 而 令 S"-i(a) 
是 由 使 得 lzl| = a 的 所 有 z 组 成 的 . 分 别 将 它们 称 为 半径 为 a 的 n 维 球 和 nn 1 
维 球面 . 

推论 24.5 nn 维 球 B"(a) 是 R" 中 的 一 个 n 维 流 形 , 并 且 有 Sn-i(a) = 
BB"(a). 
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证 明 ”将 上 面 的 定理 应 用 于 函数 f(z) = a? 一 ||zl. 那么 


Df(z) = [(-271).…(-2zn)], 


而 且 它 在 5"!(a) 的 每 一 点 处 都 不 为 零 - 口 
习 题 


1. 证 明 实心 环 是 一 个 三 维 流 形 而 且 它 的 边界 就 是 环 面 7，( 参 看 $17 的 习题. ) | 提示 : 用 
笛 卡 儿 坐 标 写 出 T 的 方程 并 应 用 定理 24.4. ] 

2. 证 明 下 列 定理 : 

定理 令 /:R"+* 一 及" 是 一 个 C" 映射 , 令 M 是 使 得 f(z) = 0 的 所 有 z 组 成 的 集 
合 . 假设 M 是 非 空 的 而 且 对 = e M, Df(z) 的 秩 为 n. 那么 M 是 R"** 中 的 上 维 无 边 流 形 . 
此 外 , 若 N 是 促 得 


f(z)=……=fn(rz)=0 而 fn(z)>0 
的 所 有 z 的 集合 , 并 且 在 N 的 每 一 点 处 矩阵 
Bf /az 


的 秩 都 是 n 一 1. 那么 N 是 一 个 + 1 维 流 形 , 并 且 BN = M. 
3. 令 /9g:R3 一 R 是 Cr 函数 . 在 什么 条 件 下 可 以 肯定 方程 组 


{ flzy 2) =0 
gl(z,y,2)=0 


的 解 集 是 无 奇 点 的 光滑 曲线 ( 即 无 边 的 一 维 流 形 )? 
4. 证 明 由 等 式 


可 ia) = SI(onH" 


定义 的 5"!(a) 的 上 半球 面 是 一 个 n 一 1 维 流 形 . 它 的 边界 是 什么 ? 

5. 令 O(3) 表示 所 有 3 x 3 正 交 和 矩阵 组 成 的 集合 , 并 且 把 它 看 作 R? 的 子 空间 

(a) 定义 一 个 Cm 函数 / : R? 一 Rs 使 得 O(3) 是 方程 f(z) = 0 的 解 集 . 

(b) 证 明 O(3) 是 R? 中 的 一 个 无 边 的 3 维 紧 流 形 .| 提示 : 证 明 当 ze O(3) 时 , Df(z) 
的 各 行 是 线性 无 关 的 . ] 

6. 令 O(n) 表示 所 有 n xm 正 交 和 矩阵 的 集合 , 并 且 将 它 看 作 RN 的 子 空间 , 其 中 N = m2. 
证 明 O(n) 是 一 个 无 边 的 紧 流 形 . 请 问 它 的 维 数 是 多 少 ? 

流 形 O(n) 是 Lie 群 的 一 个 特例 ; O(n) 在 矩阵 的 乘法 运算 下 是 一 个 群 . 同时 还 是 一 个 C™ 
流 形 , 并 且 积 运算 和 映射 4 一 4 都 是 C”” 映射 . 不仅 在 数学 中 而 且 在 理论 物理 中 ,Lie 群 
的 重要 性 在 日 益 增加 . 
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8$25. 流 形 上 标量 函数 的 积分 


现在 我 们 来 定义 在 R" 中 的 流 形 M 上 连续 的 标量 函数 f 的 积分 . 为 了 简单 起 
见 , 我 们 只 限于 考虑 M 为 紧 流 形 的 情况 . 利用 类 似 于 516 中 用 以 处 理 广义 积分 的 
方法 便 可 推广 到 一 般 情况 

首先 在 f 的 支 集 由 单个 毕 标 卡 覆盖 的 情况 下 来 定义 它 的 积分 . 

定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 紧 的 大 维 Cr 流 形 , 并 且 / : M 一 Rn 是 一 个 
连续 函数 . 令 C = suppf, 则 C 是 紧 的 . 设 M 上 有 一 个 坐标 卡 a : U 一 Y 使 得 
CCV. 于 是 ar-!(C) 是 紧 的 . 因此 , 在 必要 时 用 一 个 较 小 的 开 集 来 代替 U, 因而 可 
以 假设 0 是 有 界 的 . 我 们 把 f 在 M 上 的 积分 定义 为 


人 ar= 人 Useavo 


其 中 当 U 是 R* 中 的 开 集 时 , IntU = U, 而 当 U 是 H* 中 的 开 集 但 不 是 R* 中 的 
开 集 时 , IntU = Un. 

容易 看 出 这 个 积分 作为 常 义 积分 存在 ,从 而 作为 广义 积分 也 存在 : 函数 FF = 
(foa)V(Da) 在 U 上 连续 而 在 紧 集 a-!(C) 之 外 为 零 , 因而 已 是 有 界 的 . 如 果 UU 
是 R* 中 的 开 集 , 那么 F 在 靠近 边界 BdT 的 每 一 点 zo 处 为 零 ; 车 U 不 是 R* 中 
的 开 集 , 那么 F 在 靠近 边界 Bav 但 不 在 9H* 中 的 每 一 点 为 零 , 而 9H* 是 Ht 中 
的 零 测度 集 , 无 论 在 哪 种 情况 下 , 都 是 在 U 上 可 积 的 , 因而 在 Int U 上 也 是 可 积 
的 . 参看 图 25.1. 


图 25.1 


引 理 25.1 如 果 7 的 支 集 能 被 间 个 华 标 卡 所 克 益 那么 积分 /fav 是 完全 
确定 的 而 不 依赖 于 人 标 卡 的 选择 - 
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证 明 ” 先 证 明 一 个 预备 性 的 结果 . 令 a : U 一 V 是 一 个 包含 f 的 支 集 的 坐标 
卡 . 令 W 是 UV 中 的 一 个 开 集 并 且 使 得 a(W) 也 包含 f 的 支 集 . 那么 


/ Uoov(po=/ (f oo)V (Da). 
new nw 


在 W 和 V 上 两 个 (正常 ) 积分 是 相等 的 , 因为 被 积 函数 在 W 之 外 为 零 ; 然后 应 用 
定理 13.6. 
令 m :太一 Wi= 01) 是 M 上 的 坐标 卡 且 使 得 W 和 Vi 均 包含 了 的 支 集 . 
我 们 要 证 明 
人 weaovtpa)= 人 Useovlpan， 
ne vo line, 


令 W = WnVi 而 W, = afrl(W)， 鉴 于 上 一 段 的 结果 ,只 需 证 明 以 Wi; 代 垃 
如 (i = 0,1) 这 个 等 式 仍然 成 立 . 因为 al le ao : Int Wo 一 Int Wi 是 一 个 微分 同 胚 ， 
所 以 该 结果 立即 从 定理 22.1 得 出 . 口 

为 了 一 般 地 定义 J JdV, 需 用 M 上 的 单位 分 解 

定理 25.2 令 M 是 R" 中 的 一 个 大 维 Cr 紧 流 形 . 给 定 M 的 一 个 由 坐标 卡 
组 成 的 覆盖 , 则 存在 由 把 R" 映射 到 R 中 的 Ce 函数 1,… ,内 组 成 的 一 个 有 限 
集 族 使 得 

(1) 对 所 有 z, 办 (z) > 0. 

(2) 给 定 i 则 机 的 支 集 是 紧 的 并 且 有 一 个 属于 给 定 覆 盖 的 坐标 卡 a ; U, 一 Vi 
使 得 

((supp@) N M} CV. 


(9) Th(r)= LreM. 
我 们 将 函数 族 {91,… ,dr} 称 为 M 上 由 给 定 的 坐标 卡 集 决 定 的 单位 分 解 . 
证 明 ”对 每 一 个 属于 给 定 卡 集 的 坐标 卡 a: U 一 V, 选取 Rn 的 一 个 开 集 hv 

使 得 hv n M = V. 令 4 是 各 个 集合 Av 的 并 集 . 在 4 上 选取 一 个 从 属于 4 的 这 

个 开 履 盖 的 单位 分 解 .局 部 有 限 性 保证 了 这 个 单位 分 解 中 除了 有 限 个 以 外 的 所 有 

函数 在 M 上 恒 为 零 . 令 加 ，,… ,6 是 那些 不 恒 为 零 的 函数 . 口 
定义 令 M 是 Rr 中 的 一 个 上 维 Cr 紧 流 形 而 f : M 一 R 是 一 个 连续 函数 . 

在 M 上 选取 一 个 由 M 上 的 所 有 坐标 卡 组 成 的 集 族 所 决定 的 单位 分 解 加 ,91. 

将 了 在 M 上 的 积分 定义 为 


J sav= 2 [人 en] 
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并 且 将 M 的 (k 维 ) 体积 定义 为 
v(M)= / 1dV. 
用 


如 果 f 的 支 集 恰好 在 一 个 坐标 卡 a : U 一 Y 之 内 , 那么 这 个 定义 便 与 前 面 的 
定义 一 致 因为 在 此 情况 下 , 令 4 = IntU, 则 有 


pal| /enar] | esadsavtpa] (th 定 ) 
= 人 [eee ovis 


= 人 oavtpa (aaat, De.) -1) 
入 
= 用 fav (由 定义 ) 
局 


(由 线性 性 ) 


我 们 还 注意 到 这 个 定义 不 依赖 于 单位 分 解 的 选取 . 令 兴 ,… ,wm 是 另 一 种 单 
位 分 解 的 选择 . 因为 多 的 支 集 在 单个 坐标 卡 中 ， 因 而 可 以 用 刚才 给 出 计算 方法 
(以 如 f 代 堆 f) 得 出 


|/, Gwar] = 人 nar 


=! 


对 j 求 和 则 有 
D3 [ftw nar] -过 [/.wnar]， 


ji 1 


正如 所 期 望 的 那样 , 由 对 称 性 这 个 二 重 和 也 等 于 
, 
总 [Lnar]. 


积分 的 线性 性 可 立即 得 出 . 把 它 正式 叙述 为 下 列 定理 : 
定理 25.3 令 M 是 Rn 中 的 一 个 大 维 Cr 紧 流 形 ; 令 f,g: M 一 RR 为 连续 
函数 . 那么 
ermav=ef Jav+of gay. 品 
a 多 用 


积分 fdV 的 这 个 定义 适合 于 理论 研究 的 需要 , 但 对 于 实际 应 用 而 言 却 不 能 
令 人 满意 . 例如 , 若 要 在 n 一 1 维 球面 5"-! 上 实际 积分 一 个 函数 , 则 要 将 5"-! 适 
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当 划 分 为 一 些 “ 片 ”, 并 分 别 在 每 片 曲面 上 积分 , 然后 再 将 所 得 的 结果 相 加 . 下 面 我 
们 证 明 一 个 定理 以 使 这 个 程序 更 加 精确 . 在 一 些 例题 和 习题 中 将 要 用 到 这 一 结果 . 

定义 令 M 是 Rr 中 的 一 个 k 维 C" 紧 流 形 . 对 M 的 一 个 子 集 品 来 说 ,如 
果 它 能 被 可 数 个 坐标 卡 a : 太一 Vi 覆盖 并 且 使 得 对 每 个 i 集合 


D,=arl(DnW) 


在 R* 中 的 测度 为 零 , 则 称 D 在 M 中 的 测度 为 零 - 

一 个 等 价 的 定义 则 要 求 对 M 上 的 任何 坐标 卡 a:U 一 V, 集 合 a-!(DNV) 在 
RA 中 的 测度 为 零 , 为 了 验证 个 事实 , 只 需 证 明 对 每 个 i,a-!1(D NV nvV) 的 测度 为 
零 . 而 这 一 点 可 从 集合 mx(DnYnW) 的 测度 为 零 得 出 , 因为 它 是 D, 的 子 集 而 且 
aioa 是 Cr 的 . 

* 定 理 25.4 令 M 是 R" 中 的 一 个 大 维 Cr 紧 流 形 . 并 且 了 : M 一 RR 是 一 
个 连续 函数 , 设 um : 4, 一 M.(i = 1,… ,NN) 是 M 上 的 坐标 卡 使 得 4, 是 R* 中 的 
开 集 并 且 M 是 它 的 开 子 集 Mi,… ,Moy 的 不 交 并 , 又 设 集合 K 是 M 中 的 一 个 等 
测 集 , 那么 


四 /mr=- 3 [eeoreoo]. 


这 个 定理 说 明 可 以 通过 把 M 分 成 若干 片 使 每 片 都 是 参数 化 流 形 并 分 别 求 / 
在 每 一 片上 的 积分 来 求 积分 /fdV 的 什 


证 明 ”因为 (*) 式 两 边 对 于 f 都 是 线性 的 , 所 以 只 需 在 集合 C = suppy 能 够 
被 单个 坐标 卡 a : U 一 V 所 笨 盖 的 情况 下 来 证 明定 理 即 可 . 我 们 可 以 假设 U 是 有 
界 的 . 那么 由 定义 ， 


hrav = ,eetDe). 


第 一 步 . 令 W, = a-1(M,nV) 并 且 工 =a-i(KNV). 那么 Wi 是 R* 中 的 开 
集 而 工 是 R* 中 的 零 测 集 , 而 且 U 是 L 和 W, 的 不 交 并 . 参看 图 25.2 和 图 25.3. 
首先 来 证 明 


/rr = 之 [人 csaveo] 
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图 25.3 


注意 到 这 些 在 各 Wi, 上 的 积分 作为 正常 积分 存在 . 因为 函 勤 F = (foa)V(Da) 
是 有 界 的 , 而 且 FF 在 欣 近 BdW: 但 不 在 工 中 的 每 一 点 为 零 . 然后 注意 到 


三 了 可 -人 (由 可 加 性 ) 
= 人， 因为 /的 测度 为 办 ) 
= fdV (由 定义 ). 


第 二 步 . 通过 证 明 


W/E 


来 完成 定理 的 证 明 , 其 中 Fi = (fo as)V(Das). 参看 图 25.4. 
映射 ci :oa 是 一 个 把 Wi 映射 到 R* 中 的 开 集 


Bi=ar'(M.NV) 
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图 25.4 


上 的 微分 同 胚 . 正如 在 定理 22.1 中 那样 , 从 变量 替换 定理 可 知 


hh 


为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 来 证 明 


hah 


这 些 积分 未 必 是 正常 积分 , 因而 需要 谨慎 对 待 . 
因为 C = suppf 是 M 中 的 闭 集 , 所 以 集合 or:(C) 是 hi 中 的 闭 集 , 因而 它 的 
余 集 
D,= A -ar!(C) 


是 A 中 的 开 集 从 而 是 R* 中 的 开 集 . 函数 F, 在 D, 上 为 零 . 利用 广义 积分 的 可 加 


性 推 得 
Re Rd ale 


最 后 两 个 积分 为 零 . [s] 
例 1 考虑 Rs 中 以 a 为 半径 的 二 维 球面 5?(a). 我 们 曾经 计算 过 它 的 上 半 
开 球面 的 面积 为 2ra2?( 参 看 822 的 例 4). 由 于 反射 映射 (z,y,z) 一 (z,y, 一 z) 是 Ra 
中 的 等 距 变 换 , 因而 下 半 开 球面 的 面积 也 是 2ra2( 参 看 822 的 习题 ). 因为 上 半球 面 
和 下 半球 面 组 成 除 球面 上 的 一 个 零 测度 集 (赤道 ) 之 外 的 整个 球面 , 由 此 可 知 5?(a) 
的 面积 是 4ra?. 
例 2 ”计算 二 维 球面 的 面积 , 还 有 另外 一 种 无 需 涉及 非 正常 积分 的 方法 . 
给 定 ze R 使 得 |zo| < a, 5?(a) 与 平面 > = zo 的 交 是 圆周 


P+ = 
z= 20. 
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这 个 事实 启发 我 们 可 以 用 由 下 式 给 出 的 函数 a : 4 一 Rs 将 5?(a) 参数 化 : 
alt,2) = ((a2 一 2]Macost (a? 一 2)12sintb2)， 


其 中 4 是 所 有 满足 0 <t< 2r 和 |z| < a 的 (t,z) 组 成 的 集合 . 容易 验证 a 是 一 个 
坐标 卡 , 而 且 除了 一 个 大 圆 弧 之 外 , 它 能 覆盖 整个 球面 S?(o), 而 大 圆 弧 在 球面 上 的 
测度 为 零 . 参看 图 25.5. 由 上 面 的 定理 , 我 们 可 以 利用 这 个 坐标 卡 来 计算 5?(a) 的 
面积 . 因为 


一 (oz 一 22)V2sint (~zcost)/(a? — 22)™/2 
Da= | (oz -zzcost (zsint)/(@ -#2)Y2 | ， 
0 1 


由 此 可 以 验证 V(Da) =a. 于 是 v(S2(a)) = / ke 
内 


1. 验证 在 例 2 中 所 做 的 计算 
2. 令 alt),B(t), f(t) 都 是 [0,1] 上 的 C: 类 实 值 函数 并 且 f(t) > 0, 设 M 是 Ra 中 的 一 
个 二 维 流 形 , 并 且 当 0 < t < 1 时 它 与 平面 > = t 的 交 是 圆周 


(0) + (vy — P(E))? = (f(0))?, 


而 在 其 他 情况 下 , 它们 的 交 是 空 集 . 

(a) 建立 一 个 求 M 的 面积 的 积分 . | 提示 : 像 在 例 2 中 那样 进行 . ] 

(b) 当 a 和 有 为 常数 且 f(t) = 1 十 妇 时 求 出 积分 的 值 . 

(©) 当 f 为 常数 且 a(t) = 0,8(t) = at 时 该 积分 将 呈现 出 什么 形式 ? (该 积分 不 能 用 初等 
函数 来 求 值 . ) 

3. 考虑 817 习题 7 中 的 环 面 . 
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(a) 求 该 环 面 的 面积 . | 提示: 柱 坐标 变换 把 一 个 柱 面 映射 到 T 上 , 利用 其 截面 为 圆 的 事实 
将 柱 面 参数 化 . ] 

(b) 求 了 上 满足 条 件 z? 十 > 如 的 那 一 部 分 的 面积 

4 令 M 是 R" 中 的 一 个 上 维 紧 流 形 , 而 h : R” 一 R" 是 一 个 等 距 变 换 并 且 记 N = 
J(M). 再 令 1 : N 一 R 是 一 个 连续 函数 . 证 明 N 是 R" 中 的 一 个 上 维 流 形 而 且 


hrav = fnav. 
断定 M 和 N 具有 相同 的 体积 . 
5. (a) 利用 B" :(a) 的 体积 表示 出 5"(a) 的 体积 . 提示 : 按照 例 2 的 模式 . ] 
(b) 证 明 对 于 t > 0， 
afS"(D) = Do(B"+1(0). 
提示: 利用 $19 习题 6 的 结果 . ] 
6. R" 中 的 一 个 紧 流 形 的 形 心 由 像 $22 习题 3 中 给 出 的 公式 来 定义 . 证 明 若 M 关于 R" 
的 子 空间 z, = 0 是 对 称 的 , 那么 c(M) = 0. 
*7, 令 (a) 表示 5"(a) 与 上 半空 间 H"+! 的 交 . 令 和, = +(B"(1)). 
(a) 利用 An 和 An-1 求 出 (a) 的 形 心 . 
(b) 利用 Bf:(a) 的 形 心 求 出 EX(a) 的 形 心 . (参看 819 的 习题. ) 
8. 令 M 和 N 分 别 是 Rm 和 R" 中 的 无 边 紧 流 形 . 
(上 ) 令 /:M 一 R 和 g:N 一 及 都 是 连续 函数 , 证 明 


hte ore) [ho 


提示 , 考虑 / 和 9 的 支 集 均 被 包含 在 坐标 卡 中 的 情况 . ] 
(b) 证 明 v(M x N) = v(M) .vw(N). 
(e) 求 R4 中 的 二 维 流 形 51 x S+ 的 面积 . 
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我 们 已 经 相当 概括 地 论述 了 多 元 微 积分 的 两 大 主题 一 一 微分 和 积分 ， 现 在 
转向 第 三 个 论题 , 通常 称 之 为 “向 量 积分 ”, 它 的 主要 定理 分 别 以 Green, Gauss 和 
Stokes 的 名 字 命 名 . 在 普通 微 积分 中 仅 限于 讨论 了 中 的 曲线 和 曲面 , 在 本 书 中 我 
们 将 更 一 般 地 论述 Rn 中 的 上 维 流 形 . 在 处 理 这 种 一 般 情 况 时 , 人 们 发 现 线性 代数 
和 向 量 运算 的 概念 已 经 不 够 用 了 , 因而 必须 引进 更 复杂 的 概念 , 它们 构成 了 多 重 线 
性 代数 这 一 学 科 , 这 是 线性 代数 的 延续 . 

在 本 章 的 前 三 节 , 我 们 来 介绍 这 一 学 科 的 内 容 . 在 这 几 节 中 只 用 到 第 一 章 所 论 
述 的 有 关 线性 代数 的 材料 ， 在 本 章 的 剩余 部 分 我 们 将 把 多 重 线性 代数 的 概念 与 第 
二 章 中 关于 微分 的 结果 相 结合 来 定义 和 研究 R" 中 的 微分 形式 ， 当 从 Rs 过 渡 到 
R" 时 将 要 用 微分 形式 及 其 运算 来 代替 向 量 场 和 标量 场 以 及 它们 的 运算 一 一 梯度 、 
旋 度 和 散 度 . 

为 了 处 理 Rn 中 广义 形式 的 Stokes 定理 , 下 一 章 将 详细 论述 包括 积分 、 流 形 
和 变量 替换 定理 在 内 的 另外 一 些 论题 . 
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一 、 张 量 


定义 ” 令 V 是 一 个 向 量 空间 . 用 V* =V x… xV 表示 由 V 的 向 量 构成 的 
所 及 元 组 (v1,… ,wk) 的 集合 . 若 对 给 定 的 向 量 v,(j 关 i) 由 


T(v) = fo ,lV tl Vk) 


定义 的 函数 了 : V 一 R 是 线性 的 , 则 称 函数 了 : V* 一 及 关于 第 i 个 变量 为 线性 
的 . 若 对 每 个 i, f 关于 第 i 个 变量 都 是 线性 的 , 则 称 f 为 多 重 线性 的 . 这 样 的 函数 
也 称 作 V 上 的 上 阶 张 量 , 简称 上 张 量 . 通常 将 V 上 所 有 大 阶 张 量 的 集合 记 为 
Lx(V) 车 上 = 1, 那么 C1(V) 恰好 是 所 有 线性 变换 了 : V 一 R 的 集合 . 有 时 将 它 称 
作 V 的 对 偶 空 间 并 记 为 V*. 

至 于 如 何 把 张 量 的 这 个 概念 与 物理 学 家 和 几何 学 家 们 使 用 的 张 量 联系 起 来 留 
待 以 后 考虑 . 
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定理 26.1 ”如 果 定义 


(f +9)(v1 ,vk) = flv1, ,vk) + g(v1,** ,Vk), 
(cf)(v1*% ,vk) = c(f (v1 ob) 


那么 V 上 所 有 张 量 的 集合 构成 一 个 向 量 空间 . 
证 明 ”将 此 证 明 留 作 习 题 . 零 张 量 是 在 每 一 个 上 向 量 组 上 都 取 值 为 零 的 函数 . 
品 
恰 如 线性 变换 的 情况 那样 , 多 重 线性 变换 也 是 一 旦 知道 它 在 基 元 上 的 值 , 它 就 
被 完全 确定 了 , 现在 就 来 证 明 这 一 点 . 
引 理 26.2 令 a1,… ,an 是 V 的 一 个 基 . 若 f,g:V* 一 R 上 V 上 的 大 阶 张 
量 , 并 且 
Flas an) = ge ai) 
对 取 自 集合 {1,… ,n} 的 每 一 个 整数 的 上 元 组 了 = (i,… ,ik) 成 立 , 那么 了 = g. 
请 注意 到 这 里 并 不 要 求 各 整数 i,… ,i 互 不 相同 或 者 过 任何 特定 的 次 序 排列 . 
证 明 ”给 定 V 的 任意 一 个 向 量 组 (v1,… ,uk). 把 每 一 个 Vi 用 给 定 的 基 表 


示 , 写成 
me, 
然后 计算 出 


fv 0) = > on fans v2 ,vk) 
Er 
= 3 Bocanf (an, ns v3 ,oh). 


N11 


如 此 继续 下 去 , 最 后 得 到 等 式 


fo wk) = omen ck f (an 0). 
lsjiw rn 
同样 的 计算 对 9 也 成 立 . 由 此 可 知 , 若 f 和 9 在 由 基 元 构成 的 所 有 大 向 量 组 上 一 
致 , 那么 它们 在 所 有 上 向 量 组 上 一 致 oD 
正如 一 个 从 V 到 W 的 线性 变换 可 以 通过 任意 指定 它 在 V 的 基 元 上 的 值 来 定 
义 那样 , 一 个 k 阶 张 量 也 可 以 通过 任意 指派 它 在 基 元 组 上 的 值 来 定义 . 这 一 事实 
是 下 列 定理 的 推论 . 
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定理 26.3 令 V 是 一 个 从 a1,… ,an 为 基 的 向 量 空间 . 令 了 = (in ,ik) 
是 一 个 取 自 集合 {1,… ,n} 的 整数 的 上 元 组 . 那么 存在 V 上 的 唯一 一 个 上 阶 张 量 
由 使 得 对 于 取 自 集合 {1,… ,n} 的 每 一 个 大 元 组 J = ( 户 ，…… , 承 )， 
0， 若 1 关 少 


人 ro 人 oad 


诸 张 量 1 构成 L*(V) 的 一 个 基 . 
张 量 1 称 作 V 上 对 应 于 基 a1,… ,an 的 基本 上 张 量 . 因为 它们 构成 L*(V) 


的 基 , 又 因为 有 nk 个 取 自 集合 {1,… ,m} 的 互 不 相同 的 上 元 组 , 所 以 空间 C*(V) 
的 维 数 必定 是 nk. 当 k = 1 时 , 由 基本 张 量 1,… ,pn 组 成 的 V" 的 基 称 为 V* 的 
与 V 的 给 定 基 相 对 偶 的 基 . 


证 明 ”唯一 性 从 上 面 的 引 理 得 出 . 现在 证 明 存在 性 如 下 . 首先 考虑 上 = 1 的 情 
况 . 已 知 可 以 通过 任意 指派 其 在 基 元 上 的 值 来 定义 一 个 线性 变换 $, : Y 一 R. 
而 可 以 由 下 列 等 式 来 定义 办: 


位于 人 


于 是 这 些 办 就 是 所 期 望 的 一 个 阶 张 量 . 在 上 > 1 的 情况 下 , 用 下 式 来 定义 br : 
(ob 0k) = (prs (v1)]: [Gra (02)] [pos (v1)]. 


从 下 列 事实 可 知 py 是 多 重 线性 的 : (1) 每 一 个 办 是 线性 的 ; (2) 乘法 是 可 分 配 的 
容易 验证 $j 在 (aj,，… ,a,,) 上 具有 上 面 所 要 求 的 性 质 . 

现在 证 明 诸 张 量 ii 构成 C#(V) 的 基 . 给 定 V 上 的 一 个 大 阶 张 量 f, 我 们 来 证 
明 它 能 被 唯一 地 写成 各 张 量 4r 的 线性 组 合 . 对 于 每 个 大 元 组 7 = (1，,… ,tk), 令 
di 是 由 下 式 定义 的 标量 : 

di = f(an,… ,a). 
然后 考虑 上 阶 张 量 
g= dg 
池 


其 中 求 和 是 在 所 有 取 自 集合 {1,… ,n} 的 整数 元 组 /上 进行 的 . 由 (*) 式 可 知 
9 在 大 元 组 (au,… ,auw) 上 的 值 等 于 di, 而 且 由 定义 , 7 在 这 个 k 元 组 上 的 值 也 
同样 等 于 dy. 那么 上 面 的 引 理 药 涵 着 = 9. 而 了 的 这 种 表示 的 唯一 性 从 上 面 的 引 
理 得 出 . 口 

从 这 个 定理 可 知 ， 若 对 所 有 了 给 定 了 d， 则 恰好 有 一 个 k 阶 张 量 f 使 得 
(as，… ,ai) = dr 对 所 有 了 成立， 因而 一 个 张 量 可 以 通过 任意 指派 它 在 基 
元 素 的 上 元 组 上 的 值 来 定义 . 
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例 1 考虑 V = Rr 的 情况 . 令 e1,… ,en 是 R" 的 通常 基 , 而 bh,… ,和 是 
C(o) 的 对 侦 基 . 那么 若 = 的 分 量 是 z1,… zn 则 有 
(TL) = 办 (ziel 十 … 十 znen) 一 Zr 
因而 如: R" 一 R 等 于 到 第 i 个 坐标 上 的 投影 . 
更 一 般 地 , 给 定 工 = (il,… , 认 ), 那么 基本 张 量 4r 满足 等 式 
dP Ek) = bh (1) Gs (Th). 
记 X = [zl zi, 并 且 令 ro 表示 位 于 X 的 第 i 行 与 第 j 列 交汇 处 的 元 素 , 那么 
zw) 是 以 z1,，,… ,zn, 为 分 量 的 向 量 . 按 这 种 记号 则 有 
(zt Th) = alzo2 Tk 


因而 tr 恰好 是 向 量 z1,… ,zk 的 分 量 构成 的 一 个 单项 式 , 而 且 R" 上 的 一 般 大 阶 
张 量 是 这 种 单项 式 的 线性 组 合 . 
由 此 可 知 R* 上 的 一 般 一 阶 张 量 是 一 个 下 列 形式 的 函数 


f(z) = 由 zl 十 … 十 dnzny 
其 中 由 是 一 些 标量 . R* 上 的 二 阶 张 量具 有 下 列 形式 
gz,Y) = > dozrizh， 
ee 
d 是 一 些 标量 , 其 他 可 依次 类 推 . 
二 、 张 量 积 


现在 我 们 在 V 上 所 有 张 量 的 集合 中 引进 一 个 积 运算 . 一 个 上 阶 张 量 与 一 个 1 
阶 张 量 的 乘积 是 一 个 大 + ! 阶 的 张 量 . 

定义 令 f 是 了 上 的 一 个 上 阶 张 量 而 9 是 V 上 的 一 个 1 阶 张 量 . 我 们 用 下 
列 等 式 来 定义 V 上 的 一 个 大 + 1 阶 张 量 f @g: 


了 @g(ebh sven) = fv1 ok) g(ekt Viett). 
容易 验证 函数 / @ 9 是 多 重 线性 的 , 并 且 称 之 为 f 和 9 的 张 量 积 . 
下 列 定 理 中 列举 了 该 乘积 运算 的 若干 性 质 . 


定理 26.4 令 f,g,h 痢 是 V 上 的 张 量 , 则 下 列 性 质 成 立 : 
(1)( 结 合 性 ) f@ (9@h) = (f@g)@h. 
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(2)( 齐 性 ). (ef) 8g =c(f @9) =f@ (cg). 
(3)( 分 配 性 ). 设 /和 g 是 同 阶 的 张 量 , 那么 


(f+9g)@h=f@h+goh. 
h@(f+9)=h@f+h@yg. 


(4) 给 定 V 的 一 个 基 a1,… ,an, 那么 相应 的 基本 张 量 4r 满足 
$= Bb BB ho, 


其 中 了 = 全 ，… ,让 ). 
请 注意 到 在 第 (4) 款 所 给 出 的 关于 sr 的 等 式 中 无 需 任何 括号 , 因为 @ 运算 是 
结合 的 , 还 要 注意 到 这 里 没有 提 到 交换 性 , 原因 是 明显 的 , 因为 它 几乎 不 成 立 . 
证 明 ”这 些 性 质 的 证 明 是 直接 的 . 例如 只 需 注 意 到 , 若 /,g,h 的 阶 数 分 别 为 
l,m 则 有 


(f @® (gh))(v ,veritm) 
一 fo ybk)  g(ok+Hi yak+tD hk+tha yuk+thm) 
于 是 结合 性 得 证 . 因为 (1 @ 9) @ 在 给 定 的 多 元 组 上 的 值 是 相同 的 . a 
三 、 线 性 变换 的 作用 


最 后 , 我 们 来 考察 对 应 于 底 向 量 空间 的 线性 变换 , 张 量 将 会 如 何 变化 
定义 ” 令 T:V 一 W 是 一 个 线性 变换 . 那么 定义 对 偶 变换 


T* :LW) — L(V) 
( 它 是 反 向 变换 ) 如 下 : 车 f 在 LX(W) 中 且 wv,… ,ax 是 V 中 的 向 量 , 那么 
(Cr1)(ou sok) = FT(on) To). 


如 下 列 图 表 所 示 , T*f 是 变换 Tx … x 了 与 变换 f 的 复合 : 


Tx-xT 


U/l 


R 


从 定义 立即 可 知 7*f 是 多 重 线性 的 , 因为 7 是 线性 的 并 且 f 是 多 重 线性 的 . 
此 外 作为 一 个 张 量 映射 , T” 本 身 也 是 线性 的 , 现在 我 们 就 来 证 明 这 一 点 . 
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定理 26.5 令 T:V 一 W 是 一 个 线性 变换 , 并 且 令 
T*:L*(W) — L*(V) 


是 它 的 对 偶 变换 . 那么 
(DT 是 线性 的 
(WT(f 89)=T"f@Tg. 
(3) 车 5S:W 一 X 是 一 个 线性 变换 , 那么 (SoT)*f = 了 T*(S* 了 ). 
证 明 上述 结 论 的 证 明 是 直接 的 . 例如 验证 (1) 如 下 : 
(T*(af + bg)) (v1 ,vk) = (of + bg)(T(v1),.* ,T(v)) 


=af(T(v1),.…* ,T(vi)) + bg(T(v1),.* ,T(v)) 
=aT"f(v1,.… ,vk) + bT°g(v1,..* ,Vk), 


从 而 有 T*(af + bg) = aT*f +bT*g. Oo. 
下 列 图 表 说 明 性 质 (3) 成 立 : 


se 


2 AM 一 一 一 一 
(SoD* 


习 题 


1.(a) 证 明 若 /,g : V* 一 R 是 多 重 线性 的 , 则 af + bg 也 是 多 重 线性 的 . 

(b) 验证 L*(V) 满足 向 量 空间 的 公理 . 

2.(a) 证 明 若 /和 9 是 多 重 线性 的 , 那么 了 @9 也 是 多 重 线性 的 . 

(b) 验证 (定理 26.4) 张 量 积 的 基本 性 质 . 

3, 验证 定理 26.5 的 (2) 和 (3). 

4 确定 下 列 函 数 中 哪些 是 R* 上 的 张 量 , 并 将 其 中 为 张 量 者 用 R* 上 的 基本 张 量 表示 出 


f(z,y) = 3riya + Sz273, 
gz,Y) = ziy2 + zay4 + 1, 
h(z,Y)= zi — Tr2ys 

5. 对 于 下 列 函 数 重复 习题 4 的 作法 : 


f(z,y,2) = 3717223 — T3124, 
gz,Y, 2, u,v) = Sray2z3ueve, 
h(z,y, 2) = Tiy2z4 + 27123. 
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6. 令 f 和 g 是 R+ 上 的 下 列 张 量 : 


f(z y, 2) = 271y222 — Tays21, 
9= a — Sa 
(a) 将 了 @ 9 表示 成 5 阶 基本 张 量 的 线性 组 合 . 
(b) 将 /@g(z,y,z,w,v) 表示 成 一 个 函数 . 
7. 证 明 对 有 限 维 空间 V 而 言 , 定理 26.4 中 所 述 的 四 条 性 质 唯一 地 刻画 了 张 量 积 . 
8. 令 了 是 R" 上 的 一 阶 张 量 , 那么 f(y) = 4 .3 对 于 某 个 1 x n 和 矩阵 4 成 立 如 果 
了 : Rm 一 R" 是 线性 变换 T(z) = Bz, 那么 Rm 上 的 一 阶 张 量 T*/ 的 敌阵 是 什么 矩阵 ? 


827. 交错 张 量 


本 节 将 介绍 我 们 所 关心 的 一 类 特殊 张 量 一 一 交错 张 量 , 并 且 导出 它们 的 若干 
性 质 . 为 此 我 们 需要 关于 置换 的 一 些 基本 事实 . 
一 、 置 换 

定义 ” 令 上 > 2. 整数 集 {1,… ,} 的 一 个 置换 是 一 个 将 该 集合 映射 为 其 自身 
的 一 一 映射 . 把 所 有 这 种 置换 的 集合 记 为 Sx. 如 果 oc 和 r 是 Sk 的 元 素 , 那么 cor 
和 o-: 也 是 它 的 元 素 . 因而 集合 5 构成 一 个 群 , 称 为 集合 {1,… ,k} 上 的 对 称 群 
或 置换 群 . 这 个 群 有 忆 个 元 素 . 

定义 ”给 定 1< i< ,而 且 令 ei 是 Sk 中 如 下 定义 的 元 素 ; 对 于 了 天 ii 十 1 
则 置 oO) = 六 并 且 


aa)=i+leGi+I) 一 


我 们 把 e; 称 为 一 个 初等 置换 . 注意 到 es o e, 等 于 恒 等 置 换 , 因而 es 是 它 自身 的 逆 
po 

引 理 27.1 如果 o€ Sk, 那么 o 是 初等 置换 的 复合 . 

证 明 ”给 定 0< i < 如果 对 于 1 < j < iol) =j 成 立 , 则 称 o 使 前 i 个 
整数 固定 不 变 . 若 i = 0, 那么 o 根本 无 需 固定 任何 整数 ; 若 i = k, 那么 v 使 所 整 
数 1,… , 固定 不 动 , 因而 " 是 恒 等 置 换 , 而 且 在 此 情况 下 定理 成 立 . 因为 对 任何 
少 恒 等 置换 等 于 e oej 成 立 . 

现在 证 明 若 " 固定 前 i 一 1 个 整数 (0 < i < 月 , 那么 o 可 以 写成 复合 置换 
0 = foo', 其 中 + 是 初等 置换 的 复合 , 而 o' 使 前 i 个 整数 固定 不 变 . 那么 由 归纳 法 
可 知 定理 成 立 . 

其 实证 明 是 容易 的 . 因为 o 
fi 上 的 值 必然 是 一 个 不 同 于 1， 


定 整数 1,… ,i 一 1 又 因 o 是 一 一 的 , 所 以 o 在 
一 1 的 整数 . 若 cfi) =i, 那么 置 = 且 等 
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于 恒 等 置 换 , 因而 结论 成 立 . 若 oli) =1> i, 则 置 
0 =ei0."00100. 


整数 1,… ,i 一 1 不 变 , 因为 o 使 这 些 整数 固定 不 动 并 且 e,,….e1-1 也 
使 它们 固定 不 动 . 于 是 o' 也 使 i 固定 不 动 , 因为 o(i) = ! 并 且 


el (ea(D)) 
我 们 可 以 把 定义 o 的 等 式 写成 下 列 形式 


elie…eeoo' =0, 


因而 要 证 明 的 结论 成 立 . 口 
定义 ” 令 oe St. 考虑 取 自 集合 {1,… ,上 } 并 且 使 得 i<j 而 oi) > olj) 的 
所 有 整数 对 i,j. 将 每 个 这 样 的 整数 对 称 为 o 的 一 个 逆序 . 如 果 o 的 逆序 个 数 是 奇 
数 , 则 规定 o 的 符号 为 -1; 若 o。 的 逆序 数 为 偶数 , 则 规定 o 的 符号 为 +1. 根据 o 
的 符号 是 -1 或 +1 而 分 别 将 o 称 为 奇 置换 或 偶 置 换 . 将 o 的 符号 统一 记 为 sgno 
引 理 27.2 令 wmwresSk. 
(a) 车 a 是 m 个 初等 置换 的 复合 , 则 sgno = (一 1)™. 
(b) sgn(cor) = (sgno) . (sgn7). 


(©) sgno-1 = sgno. 
(d) 车 p 去 g, 设 g 是 将 p 和 49 交换 且 使 其 他 所 有 整数 固定 不 变 的 置换 . 那么 
SgnT = 一 1. 


证 明 第 一 步 . 对 任何 o， 
sgn(o o et) = —sgno. 
给 定 o, 按 如 下 次 序 写 出 o 的 值 : 
人) (0(1),0(2),.… ,o(Do(! + 1),.…: ,o(k)). 
令 r=coeb 那么 7 的 相应 序列 是 大 元 数组 


(r(Dr(2) ,7(D, 7 + 1),.. ,7(k)) 
=(0(D),0(2),.…* ,olL+ 1),0(D,.: ,0(k)). 


o 和 的 逆序 数 分 别 是 在 (*) 式 和 (**) 式 中 出 现 的 与 自然 顺序 相反 的 整数 对 的 数 
目 . 我 们 来 比较 这 两 个 序列 中 的 逆 数 个 数 . 令 天 9 比较 tp) 和 olq) 在 这 两 个 序 
列 中 的 位 置 . 如 果 p 和 4 都 不 等 于 ! 或 !+ 1, 那么 ctp) 和 cfg) 在 两 个 序列 中 出 现 


(**) 
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的 位 置 相同 , 因而 它们 在 一 个 序列 中 构成 逆序 , 当 且 仅 当 它们 在 另 一 个 序列 中 也 构 
成 逆序 . 现在 考虑 它们 中 的 一 个 , 比如 说 p, 等 于 1 或 1+1, 而 另 一 个 , 即 g, 不 等 于 
4 和 1+1 的 情况 . 那么 在 此 情况 下 , o(q) 在 两 个 序列 中 出 现在 同一 位 置 , 而 o(p) 在 
两 个 序列 中 是 出 现 相 邻 的 位 置 . 可 是 o(p) 和 (9) 在 一 个 序列 中 构成 逆序 当 且 仅 当 
它们 在 另 一 个 序列 中 也 构成 递 序 这 一 点 仍然 成 立 . 

到 目前 为 止 , 两 个 序列 中 的 逆序 数 仍 是 相同 的 ， 但 是 我 们 注意 到 , 若 o(1) 和 
ol + 1) 在 第 一 个 序列 中 构成 一 个 逆序 , 则 它们 在 第 二 个 序列 中 就 不 构成 逆序 , 且 
反之 亦 然 . 从 而 序列 (**) 比 序列 (*), 或 者 多 一 个 逆序 或 者 少 一 个 逆序 . 

第 二 步 . 完成 定理 的 证 明 . 恒 等 置 换 的 符号 为 +1, 由 第 一 步 , 若 将 它 依次 与 m 
个 初等 置换 复合 则 将 m 次 改变 它 的 符号 . 因而 (a) 款 成 立 . 为 证 明 (b) 款 , 我 们 把 
0 写成 m 个 初等 置换 的 复合 , 把 写成 n 个 初等 置换 的 复合 . 那么 cor 是 m 十 n 
个 初等 置换 的 复合 , 并 且 (b) 可 以 从 等 式 (-1)"+" = (1)"(-1)" 得 出 . 为 了 验证 
(0), 只 需 注意 到 , 因为 -1 ec 是 恒 等 置 换 , 所 以 (sgno-!)(sgno) = 1 

为 证 明 (d) 款 , 只 需 计数 逆序 数 . 设 p < q. 可 将 7 写成 下 列 次 序 


(bp bgp+l ,p+6— pp+l+l,.. ,Kk), 
其 中 g =p+1. 在 这 个 序列 中 , 数 对 {q,p+1},… , {q,p+1 一 1} 中 的 每 一 个 均 构成 


逆序 , 并 且 数 对 {p+ Lp}，……,{p+1! 一 Lp} 也 都 构成 逆序 , 最 后 , {p,9} 也 是 一 个 逆 
序 , 因而 + 有 21 一 1 个 逆序 , 而 这 是 一 个 奇数 . 口 


二 、 交 错 张 量 
定义 ” 令 f 是 V 上 的 一 个 任意 的 上 阶 张 量 . 若 o。 是 {1,… ,k} 的 一 个 置换 , 
我 们 用 下 列 等 式 来 定义 f°: 
f° (oe sw) = feet vo). 


因为 / 对 它 的 每 个 变量 都 线性 的 , 所 以 j。 也 是 如 此 , 因而 f” 是 V 上 的 一 个 大 阶 
张 量 . 车 对 每 个 初等 置换 e 均 有 六 = f 成 立 , 则 称 张 量 f 是 对 称 的 ; 若 对 每 个 初 
等 置换 。 都 有 f* = - 刻 则 称 f 是 交错 的 (或 反对 称 的 ). 

换 旬 话说 , 如 果 对 所 有 


fv th ve Vk) = oo 
则 称 f 为 对 称 的 ; 车 有 
fv Vat ve Dk) = —f(V1, onto 


则 称 了 是 交错 的 . 
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虽然 对 称 张 量 在 数学 上 是 重要 的 , 但 是 我 们 在 这 里 并 不 涉及 它们 . 我 们 将 主要 
对 交错 张 最 感 兴趣 . 

定义 ” 若 V 是 一 个 向 量 空间 , 则 将 Y 上 上 阶 交错 张 量 的 集合 记 为 A*(V). 容 
易 验证 两 个 交错 张 量 的 和 是 交错 的 , 交错 张 量 乘 以 标量 仍 是 交错 的 . 那么 A*(V) 是 
V 上 所 有 k 阶 张 量 组 成 的 空间 L*(V) 的 一 个 线性 子 空间 . 一 阶 张 量 为 交错 的 条 件 
没有 意义 . 因此 我 们 约定 -4(V) = C1(V). 

例 1 阶 数 上 > 1 的 基本 张 量 不 是 交错 的 , 但 是 它们 的 某 些 线性 组 合 是 交错 
的 . 例如 可 以 验证 张 量 

了 一 Wi 一 由。 


是 交错 的 . 实际 上 , 如 果 V = R" 并 且 利用 Rn 的 通常 基 和 相应 的 对 偶 基 , 则 函数 
了 满足 等 式 


| Se ] 
下 四 


这 里 f(y,z) = 一 f(x,y) 是 明显 的 . 类 似 地 函数 


2 
区 犁 和 


Tk Yk 2 


glz,y, 2,) = det 


是 R"” 上 的 三 阶 交错 张 量 . 也 可 以 把 9 写成 下 列 形式 
GT Pjk + Biks + Phin — Bink — Prk — Ph 


这 个 例子 暗示 交错 张 量 与 行列 式 函数 应 是 密切 相关 的 .正如 我 们 将 要 看 到 的 那样 
实际 情况 确实 如 此 . 

现在 我 们 来 研究 空间 At(V), 特别 要 求 出 它 的 基 . 我 们 先 从 下 列 引 理 开始 . 

引 理 27.3 令 f 是 V 上 的 一 个 k 阶 张 量 , 令 cr e Sk 

(a) 变换 了 一 f” 是 从 L*(V) 到 Lx(V) 的 一 个 线性 变换 . 它 具 有 下 述 性 质 : 对 
所 有 mm， 

人 7” 

(b) 张 量 / 是 交错 的 当 且 仅 当 fo = (sgno)f 对 所 有 o 成 立 . 如 果 f 是 交错 的 ， 
并 且 vp = ve 对 于 p 天 4 成 立 , 那么 f(v1,… ,vk) =0. 

证 明 (a) 线性 性 质 是 直接 的 . 它 只 说 明 (af + bg)” = af” + bg". 为 了 完成 
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(a) 款 的 证 明 , 特 作 如 下 计算 : 
(f°) "(v1 ,vk)= f° (Vr) ,rk)) 
= 大 (ob va (其 中 wi = vr(w) 


= f(wo(), ,wol)) 


= f(vr(e()) ,Vr(els)) 
一 太 (ol 


(b) 给 定 一 个 任意 置换 o, 并 将 它 写成 初等 置换 的 复合 


Vk). 


0 =010020..00m, 


其 中 每 个 om 都 是 一 个 初等 置换 . 那么 


(fen)…)m)m (由 (o) 


现在 设 w = we 对 于 关 4 成 立 . 令 7 是 交换 p 和 9 的 置换 . 因为 wp = wo, 所 
以 有 
f"(vi Vk) = (out). 
另 一 方面 , 因为 sgnr = -1, 所 以 又 有 
fr (ve sok) = 一 fo ,Ve). 


由 此 可 知 , f(v1,… ,uk) = 0. 

现在 我 们 来 求 出 A*(V) 的 一 个 基 . 在 上 = 1 的 情况 下 , 无 需 作 任 何事 情 ， 因为 
1(V) = CI(V). 而 在 上 > nr 的 情况 下 , 空间 A*(V) 是 平凡 的 . 因为 任何 上 阶 张 量 
了 都 是 由 它 在 基 的 上 元 组 上 的 值 唯一 决定 的 . 如 果 k > n, 那么 必 有 某 个 基 元 在 大 
元 组 中 重复 出 现 . 因此 , 若 f 是 交错 的 , 那么 f 在 大 元 组 上 的 值 必然 为 零 . 

最 后 我 们 来 考虑 1 < 上 < n 的 情况 . 首先 证 明 一 个 交错 张 量 f 完全 是 由 它 在 
那些 指标 按 递增 次 序 排列 的 基 元 组 上 的 值 决定 的 . 然后 证 明 f 在 这 种 大 元 组 上 


的 值 可 被 任意 指派 . 
引 理 27.4。 令 a1,… ,an 是 V 的 一 个 基 . 若 f,g 是 V 上 的 大 阶 交错 张 量 , 
并 且 对 取 自 集合 {1,… ,n} 的 每 一 个 递增 的 整数 大 元 组 了 = (ia，… ,ii) 都 有 


faa sam) = gan ,an), 
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那么 了 = 9. 

证 明 ”鉴于 引 理 26.2, 只 需 证 明 f 和 9 在 任意 上 基 元 组 (ah,，…… ,ay,) 上 都 
有 相同 的 值 . 令 J = (7，…… ,也 ). 

若 有 两 个 指标 , 比方 说 j, 和 js 是 相同 的 , 那么 由 上 面 的 引 理 , f 和 9 在 该 人 
元 组 上 的 值 为 零 . 如 果 所 有 指标 都 不 同 , 令 o 是 {1,… ,有 对 的 一 个 置换 且 使 得 元 
组 T= (joa),… ,jo(n)) 是 递增 的 . 那么 


(as ,auw) = f°(an，… ,ajs) (由 f* 的 定义 ) 
= (sgno)f(a,，… ,ax) (因为 /是 交错 的 ). 


类 似 的 等 式 对 9 也 成 立 . 因为 了 和 9 在 上 元 组 (a,,，,… ,auw) 上 一 致 , 所 以 它们 在 

上 元 组 (a,,,… ,ay,) 上 一 致 . 口 
定理 27.5” 令 Y 上 一 个 以 a1,… ,an 为 基 的 向 量 空间 令 了 = (ii… ,ih) 

是 取 自 集合 {1,… ,n} 的 一 个 递增 元 组 . 那么 在 V 上 有 唯一 的 一 个 上 阶 交错 张 

量 少 使 得 对 于 取 自 集合 {1,… ,n} 的 每 一 个 递增 上 元 组 J = ( 坟 ,… , 基 ) 均 有 下 

式 成 立 

0， 若 IT 关 儿 

1， 荐 1 = 


诸 张 量 yy 组 成 A*(V) 的 一 个 基 . 事实 上 , 张 量 w 满足 下 列 公式 


Wr =D (sgn0)(07)°, 


其 中 的 和 式 是 在 所 有 o € Sk 上 求 和 . 

各 张 量 wr 称 作 V 上 相应 于 基 ai,… ,an 的 上 阶 基本 交错 张 量 . 

证 明 ”唯一 性 从 上 面 的 引 理 即 可 得 出 . 为 了 证 明 存在 性 , 用 定理 中 所 给 出 的 公 
式 定义 wr 并 且 证 明 wr 满足 定理 的 要 求 . 

首先 证 明 wr 是 交错 的 . 若 re Sk, 可 作 下 列 计算 


(Wn)"= 并 (sgncj((ei)")” (由 线性 性 质 ) 
= Dseno) (G0) 
= (sgnr) D_(sgn(7 oo)(81)™°® 
= (sgnr)yr， 
最 后 一 个 等 式 从 下 列 事实 得 出 : 当 o 遍历 Sk 时 ro 也 同样 饥 历 5. 
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下 面 来 证 明 wy 具有 所 要 求 的 值 . 给 定 J, 则 有 


Wr(anse sa) = Dsgno)br ayo) aolb) 


其 中 在 等 式 右边 的 和 式 中 至 多 有 一 项 可 能 不 为 零 , 这 就 是 与 使 得 [= (jo(1),…， 
和 (9) 的 置换 o 相对 应 的 那 一 项 . 因为 了 和 J 都 是 递增 的 , 所 以 仅 当 T= J 且 o 为 
恒 等 置换 时 才 会 出 现 这 种 情况 . 在 此 情况 下 , 上 式 的 值 为 1. 若 I 关 J, 则 所 有 的 项 
为 零 . 

现在 证 明 wr 构成 4*(Y) 的 基 . 令 f 是 V 上 的 一 个 k 阶 交错 张 量 . 我 们 证 明 
了 可 唯一 地 写成 各 张 量 ywr 的 线性 组 合 . 


给 定 f, 对 于 取 自 集合 {1,… ,n} 的 递增 上 元 组 了 = (ia ,ik) 令 dj 是 下 列 
标量 
dr = f(s am), 
然后 考虑 上 阶 交错 张 量 
g= dg， 


[器 
其 中 记号 [中 表示 和 式 是 在 取 自 集合 {1,… ,n} 的 所 有 递增 上 元 组 上 求 和 , 若 工 是 
一 个 递增 大 元 组 , 那么 9 在 上 元 组 (a,,，,… ,ai,) 上 的 值 等 于 dr, 并且 f 在 这 个 
元 组 上 的 值 为 同一 值 di. 因而 了 = 9. f 的 这 种 表达 式 的 唯一 性 从 上 面 的 引 理 得 出 . 
口 
这 个 定理 说 明 , 一 旦 V 的 基 被 选 定 , 那么 任意 一 个 上 阶 交错 张 量 / 就 可 唯一 
地 写成 下 列 形式 


f= dw. 
四 


各 系数 dj 称 为 / 关于 基 {yvj 的 分 量 . 

向 量 空间 A*(V) 的 维 数 是 多 少 昵 ? 若 上 = 1, 那么 A1(V) 的 维 数 当然 是 n. 一 
般 , 给 定 > 1, 并 且 给 定 {1,… ,n) 的 任何 一 个 具有 个 元 素 的 子 集 , 那么 恰好 有 
一 个 相应 的 递增 元 组 , 从 而 也 就 有 一 个 相应 的 基本 的 上 阶 交错 张 量 . 因而 A*(V) 
的 基 元 素 的 个 数 等 于 从 n 个 对 和 象 中 每 次 取出 个 的 组 合 数 . 这 个 数 就 是 二 项 式 系 


数 
n\)__n 
下 Nm- 
上 面 的 定理 给 出 了 基本 交错 张 量 wi 的 一 个 公式 . 另外 还 有 一 个 直接 用 较 大 的 
空间 C(V) 的 标准 基 表示 Wr 的 公式 , 将 在 习题 中 给 出 
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最 后 我 们 指出 交错 张 量 由 于 底 向 量 空间 的 线性 变换 所 导致 的 相应 变化 规律 , 其 


证 明 留 作 习题 . 

定理 27.6 ” 令 了 :站 一 太 是 一 个 线性 变换 . 车 了 是 W 上 的 交错 张 量 , 那么 
T*f 是 V 上 的 交错 张 量 . 口 
三 、 行 列 式 


现在 我 们 终于 能 够 构造 3 x 3 阶 以 上 的 矩阵 的 行列 式 函数 了 . 

定义 令 e1,… ,en 是 R" 的 通常 基 , 令 各，… ,bn 表示 Ci(Rn) 的 对 偶 基 , 
R" 上 的 n 阶 交错 张 量 组 成 的 空间 A"(R") 的 维 数 是 1; R* 上 唯一 的 n 阶 基本 交 
错 张 量 是 加,n. 如 果 X = |z1,… ,zn] 是 一 个 nxn 矩阵 , 则 将 X 的 行列 式 定义 
为 

det X = n(T1 Zn). 

我 们 要 证 明 这 个 函数 满足 82 中 所 给 出 的 行列 式 函数 的 公理 . 为 了 方便 , 暂且 

令 9 表示 函数 
g(X) = br(zh ,en), 

其 中 了 = (1,… ,n). 函数 g 作为 X 的 列 的 函数 是 多 重 线性 的 和 交错 的 . 因此 由 等 
式 /(4) = 9(47) 定义 的 函数 f 作为 矩阵 4 的 行 的 函数 是 多 重 线性 的 和 交错 的 , 而 
且 有 


Ff(In) = 9g(In) = Wr(e1,… ,en)=1 
因此 函数 f 满足 行列 式 函 数 的 公理 , 特别 , 从 定理 2.11 可 知 f(4) = /(47). 于 是 
/(4) = /(47) = 9((47)7) = 9(4), 所 以 正如 所 期 望 的 那样 , 9 也 满足 行列 式 函数 的 
公理 . 
从 定理 27.5 中 所 给 出 的 好 的 公式 可 以 推出 行列 式 函 数 的 一 个 公式 ， 如 果 
了 = (1,… ,n), 那么 可 以 验证 


det X= > (sgnajgrtzot0， ,zo(n)) 
= P(egno)z1o) .zzoa)…znotm- 
有 了 时 用 这 个 公式 作为 行列 式 函 数 的 定义 . 
现在 我 们 可 以 得 出 一 个 公式 直接 将 yi 表示 成 R" 的 向 量 上 元 组 的 函数 , 即 有 
下 列 定 理 . 


定理 27.7 ” 令 w 是 与 R" 的 对 偶 基 相应 的 R" 上 的 基本 交错 张 量 , 基 中 
了 = (i… , 认 ). 给 定 R" 的 向 量 z1,… ,zt 令 六 表示 矩阵 X = [zl … zj. 那么 


Wir(zi zt) = det XI, 
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其 中 Xj 表示 其 行 依次 是 X 的 第 和 a,…… ,i 行 的 矩阵 - 


证 明 ” 作 计 算 
Wr(zh mk) = Dsgno)Gr (za), zol) 
= Gegnc)zs oo :ra zolb 
这 恰好 是 det Xi 的 公式 . 口 


例 2 考虑 空间 43(R4). R+ 上 与 R4 的 对 偶 基 相 应 的 三 阶 基本 交错 张 量 是 
下 列 各 函数 
Th 
Wk(z yz) =det| z, 3 
Tk Yk Zk 
其 中 (i,jk) 分 别 等 于 下 列 四 个 三 元 组 之 一 : (1,2,3),(1,2,4), (1,3,4) 和 (2,3,4). 
-43(R4) 的 一 般 元 素 是 这 四 个 函数 的 线性 组 合 . 

关于 记号 的 说 明 , 在 多 重 线性 代数 这 一 学 科 中 有 一 种 称 为 外 积 运算 的 标准 构造 
方法 . 它 对 任何 向 量 空间 W 都 指派 W 的 “k 重 张 量 积 ”的 某 种 商 . 该 商 称 为 W 
的 “k 重 外 积 ”, 并 且 记 为 *(W)( 参 看 [Grj,[N]). 如 果 V 是 一 个 有 限 维 向 量 空间 ， 
那么 当 应 用 于 对 偶 空 间 V* = LC!(V) 时 , 外 积 运算 就 给 出 一 个 空间 A*(V*), 并 且 
该 空间 自然 同 构 于 V 上 的 上 阶 交错 张 量 空间 ， 由 于 这 个 原因 , 在 数学 家 们 当中 相 
当 普 遍地 混用 记号 , 把 V 上 的 大 阶 交错 张 量 空间 记 作 A*(V*)( 例 如 参看 [B-G] 和 
[G-P). 

不 幸 的 是 , 另 一 些 数学 家 却 把 Y 上 的 上 阶 交错 张 量 空间 记 为 At(Y) 而 不 记 作 
Ak(Y")( 参 看 [A-M-Rj, [Bj, [Dj). 也 有 使 用 其 他 记号 者 (参看 |F], [S). 因为 这 种 记 
号 上 的 混乱 , 所 以 在 本 书 中 我 们 决定 使 用 中 性 记号 A*(V). 

习 题 
1. 下 列 张 量 中 哪些 是 R* 中 的 交错 张 量 ? 
f(z,9)= mit — za + Ti. 


I(2,Y) = Tiys 一 Tag 
A(z,y) = (z1) (yo)? ~ (2) (mn)’. 


2. 令 o€ 5s 是 使 得 
(01),0(2),0(3),0(4),0(5)) = (3,1,4,5,2) 
的 置换 . 利用 引 理 27.1 的 证 明 中 所 给 出 的 程序 把 " 写成 初等 置换 的 复合 . 


3. 令 业 是 V 上 与 V 的 基 a1,.… ,an 相对 应 的 下 阶 基本 张 量 . 若 坟 ,… , 庆 是 取 自 集 
合 全 ,… ,n} 的 任意 一 个 整数 上 元 组 . 那么 
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ra aoe) 
的 值 是 什么 ? 
4. 证 明 : 着 TT: V 一 W 是 一 个 线性 变换 并 且 fe A*(W), 那么 Try 了 E A*(V). 
5. 证 明 : 
W = (sgn0)pe, 


其 中 车 了 = 全 ,让 ) 则 令 J = (io1)，… it) 上 提示: 首先 证 明 (81。)” = 7.] 
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就 像 对 一 般 张 量 的 情况 那样 , 我 们 试图 在 交错 张 量 的 集合 上 定义 一 种 积 运算 
即使 / 和 9 是 交错 的 , 积 / @ 9 一 般 也 不 是 交错 的 . 因而 需要 另 作 考 虑 , 其 实 积 的 
具体 定义 并 不 特别 重要 . 而 重要 的 是 它 所 满足 的 性 质 . 在 下 列 定理 中 就 来 叙述 这 些 
性 质 . 

定理 28.1 令 V 是 一 个 向 量 空间 , 那么 就 有 一 个 运算 , 它 对 每 一 个 f€ A*(V) 
和 每 一 个 ge A(V) 指派 一 个 元 素 了 人 9 e As+t(Y) 并 且 使 得 下 列 性 质 成 立 : 

(1)( 结 合 性 ). f(g 人 有) = (fF Ag) Ah. 

(2)( 齐 性 ). (ef) Ag = c(f Ag) = f 人 (cg). 

(3)( 分 配 性 ). 车 / 和 9 的 阶 数 相同 , 则 有 

(f+9) Ah=fAhtgAh, 
hA(f+9)=hAf+hAg. 


(4)( 反 交换 性 ). 如 果 f 和 9 的 阶 数 分 别 为 上 和 1, 那么 
gMAf=(-D"fAg. 


(5) 给 定 V 的 一 个 基 a1,… ,an, 令 办 表示 V* 的 对 偶 基 , 并 且 用 Wi 表示 相 
应 的 基本 交错 张 量 ， 如 果 7 = (ia,…… ,ik) 是 取 自 集合 {1,… ,n} 的 递增 的 整数 
元 组 , 那么 
Br = ph A ba A A Ba 
对 于 有 限 维 的 空间 V 来 说 , 上 述 五 条 性 质 唯 一 地 刻画 出 模 积 ^ 的 特性 . 此 外 它 还 
具有 下 列 附加 性 质 : 
(6) 若 了 :Y 一 W 是 一 个 线性 变换 , 并 且 了 和 9 是 W 上 的 交错 张 量 , 那么 


T° Ag) = TfATyg. 


通常 将 张 量 fg 称 为 了 和 9 的 模 积 . 注意 到 性 质 (4) 蕴涵 着 对 于 奇数 阶 交错 
张 量 f, 必 有 ff =0. 
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证 明 第 一 步 . 令 下 是 W 上 的 一 个 k 阶 张 量 (不 必 是 交错 的 ). 为 了 证 明 方 
便 起 见 , 用 下 式 定义 一 个 变换 A : L(V) 一 C*(V): 


AF = (sgno)F®, 


其 中 求 和 是 对 所 有 o e Sk 进行 的 . (有 时 人 们 在 这 个 公式 中 加 上 一 个 因子 1/kl, 但 
对 于 我 们 的 目的 而 言 这 不 是 必须 的 .) 注意 到 按 这 种 记 法 , 基本 交错 张 量 可 以 写成 


Wr = Agr. 


变换 4 具有 下 列 性 质 ; 
(i) 4 是 线性 的 . 
(i) AF 是 一 个 交错 张 量 . 
( 语 ) 如 果 下 已 经 是 交错 的 , 那么 4P = (KI)F. 
下 面 来 验证 这 些 性 质 ， 从 映射 下 一 F。 是 线性 即 可 推出 4 为 线性 的 ; 而 AF 
为 交错 的 事实 可 从 下 列 计算 得 出 : 
(4F)"= 》 (sgno)(F”)"( 由 线性 性 质 ) 


= > (sgno) Fe 
= (sgn7) D_(sgnr oo)F™° 
= (sgn7)AF. 


(这 与 我 们 先前 在 证 明 AF 为 交错 时 所 作 的 计算 是 相同 的 . ) 最 后 , 如 果 F 已 经 是 
交错 的 , 那么 对 所 有 o, 均 有 Fe = (sgno)F. 由 此 可 知 


AF = )_(sgno)?F = (KI)F, 


第 二 步 . 现在 来 定义 栅 积 jg. 如 果 了 和 9 分别 是 V 上 的 上 阶 和 1 阶 的 交错 
张 量 , 我 们 定义 
fAg= RA(f ®9). 
那么 1 人 9 是 一 个 上 +1 阶 的 交错 张 量 


在 这 个 公式 中 为 什么 会 出 现 系数 二 并 不 完全 清楚 . 实际 上 , 若 要 使 枢 积 成 为 


结合 的 , 那么 某 个 这 样 的 系数 就 将 是 必需 的 . 促成 人 们 选择 特定 系数 二 的 一 种 原 
因 如 下 : 将 fg 的 定义 写成 下 列 形式 


1 


(fA gv ser) = Fi 2 (Seno)f(vo0)s aot9) -gvotkt yD), olk+)). 
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然后 考虑 和 式 中 的 一 个 单项 , 比方 说 
(sgno)f (ve), ,botb) 9g(wo(k+D， yuc(k+D) 


和 式 中 的 其 余 各 项 都 可 以 从 该 项 通过 置换 其 中 的 向 量 wo(),… ,vo(x) 以 及 置换 向 
量 vo(k+1)，,… ,Vol(k+0) 而 得 到 . 在 进行 这 些 置换 时 , 因子 (sgno) 当然 要 随 之 改变 . 
但 因 f 和 9 是 交错 的 , 所 以 /和 g 的 值 通过 乘 以 相同 的 符号 而 改变 . 因而 所 有 这 
些 项 恰好 都 具有 相同 的 值 . 而 这 样 的 项 有 kil! 个 . 所 以 用 这 个 数 去 除 和 式 以 消除 这 
种 元 余 效应 是 合理 的 . 

第 三 步 . 结合 性 是 最 难 验证 的 性 质 , 因而 暂且 将 它 推迟 . 为 验证 齐 性 而 作 如 下 
计算 : 


(cf) Ag = A((cf) ® g)/kl! 
= A(c(f @g))/kl! (由 @ 的 齐 性 ) 
=cA(f @g)/klll (由 4 的 线性 ) 
=c(f Ag9). 
可 用 类 似 的 计算 来 验证 齐 性 的 另 一 半 . 类 似 地 分 配 性 也 可 从 @ 的 分 配 性 和 4 的 线 
性 得 出 : 
第 四 步 . 现在 来 验证 反 交换 性 . 事实 上 , 我 们 将 证 明 一 个 稍微 更 一 般 些 的 结果 . 
令 忆 和 G 分 别 是 k 阶 和 1 阶 的 张 量 (不 必 是 交错 的 ), 我 们 证 明 
A(F®G)=(-1)*A(G® F). 
首先 令 r 是 (1,… ,上 +1) 的 置换 并 且 使 得 
(r(1)…… ,kt 0)) = k+l, kk 
那么 sgnr = (一 1)4. (计数 逆序 个 数 !) 容易 看 出 (G @ F)" = 严 @ G, 因为 
(G@R)r(o ven)= G(rtl VRH)* (ol yu) 
(F @ Ov ,wht)= 下 (ob ,Vk) :Got ,VRH), 
然后 作 计算 : 
4(F@G)= 》 (sgno)(F @ 0) 
= (seno)((G @ FY)e 
= (sgnz) > (sgno on)(G @ F)°°”™ 
= (sgn7)A(G ® F), 
因为 oor 像 " 一 样 也 人 遍历 Sk+ 的 所 有 元 素 . 
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第 五 步 . 现在 来 验证 结合 性 . 证 明 需 要 分 几 步 进行 . 其 中 第 一 步 为 : 
令 下 和 G 分 别 是 大 阶 和 1 阶 张 量 (不 必 是 交错 的 ) 并 且 使 得 4F = 0 那么 
A(F@G)=0. 
为 了 证 明 这 一 结果 成 立 , 我 们 来 考虑 4(F @ G) 的 表达 式 中 的 一 项 , 比如 说 是 
(sgno)F (vo(),** yuotb) G(vo(k+D) Vo(k+D)). 


把 4(F @ G) 表达 式 中 所 有 那样 像 此 项 那样 所 包含 的 最 后 一 个 因子 相同 的 项 结合 
在 一 起 , 则 这 些 项 可 以 写成 下 列 形式 


(egno) [snow svar) | .G(ookrDy VotetD). 


其 中 r 遍历 {1,… ,及 的 所 有 置换 . 于 是 方 括号 中 的 表达 式 恰好 是 
AF (va) ,vali), 


由 假设 它 为 零 . 因此 该 组 中 的 项 互相 抵消 . 

同样 的 论证 也 适合 于 每 一 组 包含 同一 最 后 因子 的 项 ， 从 而 可 以 断定 
4(P@CG) =0. 

第 六 步 . 令 下 是 一 个 任意 张 量 而 是 一 个 m 阶 的 交错 张 量 . 我 们 来 证 


(AF)Ah= 二 A(F@). 
车 令 下 为 上 阶 张 量 , 那么 所 要 证 明 的 等 式 可 以 写成 


1 本 
Ril A((AF) 8H) = AF ©h). 
由 4 的 线性 和 @ 的 分 配 性 说 明 该 式 与 下 列 二 式 中 的 每 一 个 等 价 : 
A{(AF)®@h— (A)F @h} =0, 
A{IAF ~ (kl)F] @h} =0. 
鉴于 第 五 步 , 若 能 证 明 
AIAF — (k)F] =0, 
则 该 等 式 成 立 . 但 这 立即 可 以 变换 4 的 性 质 (ii) 得 出 , 因为 AF 是 一 个 上 阶 交错 
张 量 . 
第 七 步 . 令 f,g,h 分 别 是 1,m 阶 的 交错 张 量 , 我 们 证 明 


(ADAh= A 9) en). 


hs 第 六 章 微分 形式 


为 了 方便 令 F=f @g, 则 由 定义 得 


fAg= 南 既 
从 而 有 
(fAg)Ah= 十 CEPAn 
Re 
= Af 9) en. 
第 八 步 . 最 后 我 们 来 验证 结合 性 . 令 f,g,h 如 第 七 步 所 述 , 那么 
(klliml)(f Ag) Ah = A(f @® 9) @h) (由 第 七 步 ) 
=A(f®@(g®h)) (由 四 的 结合 性 ) 


=(-D*(tmA((g@h)@ 了 ) (由 第 四 步 ) 
= (DWtm (limlk!)(g 入 hh) 入 了 (由 第 七 步 ) 
= (klliml)f A(gAh) (由 反 交 换 性 ). 
第 九 步 . 验证 性 质 (5). 实际 上 , 我 们 将 证 明 一 个 更 为 一 般 的 结果 . 我 们 来 证 明 
对 任何 一 族 一 阶 张 量 六 , fi 都 有 


人 4( 记 @@… 四 大) = A A 人 fi. 
性 质 (5) 是 一 个 直接 推论 , 因为 
Wr = A = 4 @.… Bb,). 
对 上 = 1 公式 (*) 是 平凡 的 . 假设 它 对 上 一 1 成 立 , 我 们 来 证 它 对 人 成 立 . 置 
三 = f:@…@ fi-1, 那么 由 归纳 假设 ， 
A(F @ 斥 )= (10(4F) 和 天 (由 第 六 步 ) 
= (fA A fr) A fe. 


第 十 步 . 验证 唯一 性 . 实际 上 , 在 V 是 有 限 维 空间 的 情况 下 就 是 要 说 明 如 何 仅 
用 性 质 (1) - (5) 即 可 计算 栅 积 . 令 6: 和 v1 如 性 质 (5) 中 所 述 . 给 定 交 错 张 量 / 和 
9, 可 用 基本 交错 张 量 将 它们 唯一 地 写成 
7 了 = bny，9= De 
na [A 
其 中 工 和 7 分 别 是 取 自 集合 {1,… ,nn} 的 递增 大 元 组 和 递增 1 元 组 . 分 配 性 和 齐 
性 一 涵 着 
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fAg= DD be 
[Ul 
因此 为 了 计算 fg, 只 需 知道 如 何 计算 下 列 形式 的 模 积 即 可 ; 


WB AW = (bu A A Ga) A (Bs A A bn). 
为 此 , 我 们 要 使 用 结合 性 和 从 反 交换 性 得 出 的 简单 规则 
和 人 内 = 一 向 人 加 和 办 入 办 =. 


由 此 可 知 , 若 两 个 指标 和 J 相同 , 则 横 积 Wi Ay) 为 零 .否则 , 它 等 于 +1 阶 基 
本 交错 张 量 wx 乘 以 符号 (sgnrj, 其 中 指标 K 是 上 十 1 元 组 (1,.7) 按 递增 顺序 重新 
排列 而 得 到 的 , 而 r 是 为 实现 该 重 排 所 需要 的 志 换 
第 十 一 步 通过 验证 性 质 (6) 来 完成 写 理 的 证 明 . 令 了; VW 是 一 个 线性 
变换 而 是 W 上 的 任意 张 量 (不 必 是 交错 的 ) 容易 验证 7*(Fe) = (T*F)"， 因为 
T" 是 线性 的 , 那么 由 此 可 知 , T*(AF) = A(T*F). 
现在 令 7 和 9 分 别 是 W 上 的 上 阶 和 1 阶 的 交错 张 量 , 并 作 计算 
TUA9= 高 TUUsg) 
= 击 4T"U@9) 
= 页 A(T 人 )@ (7*g) (由 定理 26.5) 
= (TD A(T"g). O 


我 们 以 此 定理 来 结束 对 多 重 线性 代数 的 研究 . 当然 这 个 学 科 中 还 有 更 多 的 内 容 
(例如 参看 [N] 或 [Gaj). 但 这 些 就 是 我 们 所 需要 的 全 部 内 容 . 实际 上 , 我 们 所 需要 的 
仅仅 是 本 节 和 上 节 中 所 讨论 的 交错 张 量 及 其 性 质 . 

我 们 注意 到 在 某 些 教科 书 中 (如 [G-P] 中 ) 使 用 了 稍微 不 同 的 模 积 定义 .在 屠 
种 定义 中 用 系数 二 二 i 代 普 了 i 可 以 验证 对 于 系数 的 这 种 选择 同样 得 到 一 个 
结合 运算 , 实际 上 , 在 定理 28.1 中 所 列 出 的 全 部 性 质 除 (5) 之 外 均 保持 不 变 . 而 性 
质 (5) 的 变化 只 是 在 关于 zy 的 表达 式 右边 加 入 了 一 个 因子 

习 是 
1 令 z,yzERs, 并且 令 
F(zyz)= 2zayazl + Tiysz4, 
G(z,y)= T1ys + Tay, 
h(w) = wi — 2w3. 
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(a) 写 出 用 基本 交错 张 量 表示 AF 和 AG 的 表达 式 ， [提示 : 用 基本 张 量 表示 己 和 G 并 
用 前 面 证 明 中 的 第 九 步 计算 49 中 

(b) 用 基本 交错 张 量 表示 (AF) hh. 

(0) 将 (4F)(z,y,z) 表示 成 一 个 函数 . 

2. 车 G 是 对 称 的 . 证 明 4G = 0. 问 其 逆 是 否 成 立 ? 

3. 证 明 : 如 果 刻 ,… ,所 分 别 是 1，,… ,lx 阶 的 交错 张 量 , 那么 ， 

1 
hl. de! 

4 令 zl ,zk 是 R" 中 的 向 量 , 而 X 为 答 阵 X = zi,… zh]. 车工 = (in) 是 
… ,nn} 的 任意 一 个 上 元 组 , 证 明 


Alfi1@.…@f) = fA 人 


Gu A A Gras(E1 za) = det XI. 


5. 验证 T"(F") = (T*F)”， 
6. 令 T: Rm 一 R" 是 线性 变换 T(z) = B.z. 
(a) 令 y 是 R" 上 的 一 个 基本 交错 张 量 , 那么 T"yi 具有 下 列 形式 


T= Dw, 
a 


其 中 Wi 是 R” 上 的 上 阶 基本 交错 张 量 ， 问 各 系数 cy 是 什么 ? 
(b) 如 果 了 = 了 drys 是 R” 上 的 一 个 上 阶 交错 张 量 , 试 将 T"7 用 Rm 上 的 阶 基本 


ml 
交错 张 量 表示 出 来 . 


8$29， 切 向 量 和 微分 形式 


在 微 积分 中 我 们 曾 研究 过 Rs 中 的 向 量 代数 一 一 向 量 的 加 法 、 点 乘积 、 又 乘 
积 等 , 还 引进 了 标量 场 和 向 量 场 , 并 在 标量 场 和 向 量 场 上 定义 了 某 些 算 子 , 它们 分 
别 是 

gradf=3/, culF=DxF, divG=3.0. 


这 些 算 子 对 于 表述 向 量 积分 法 的 基本 定理 是 至 关 重 要 的 . 

类 似 地 , 我 们 在 本 章 中 研究 了 Rn 中 的 张 量 代数 一 张 量 的 加 法 、 交 错 张 量 、 
模 积 等 , 现在 我 们 来 引进 张 量 场 的 概念 , 特别 是 交错 张 量 场 , 并 且 称 之 为 “微分 形 
式 ”. 下 一 节 我 们 将 在 微分 形式 上 引进 某 种 算 子 , 称 之 为 微分 算 子 d, 它 类 似 于 算 子 
grad、curl 及 div. 这 个 算 子 对 于 表述 与 微分 形式 的 积分 相关 的 基本 定理 是 至 关 重 
要 的 , 我 们 将 在 下 一 章 来 研究 这 些 定理 . 

首先 我 们 要 用 比 微 积分 中 更 复杂 的 方式 来 讨论 向 量 场 . 
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一 、 切 向 量 和 切 向 量 场 


定义 ”给 定 = < R", 我 们 将 R" 在 z 点 的 切 向 量 定义 为 序 偶 (ziu), 其 中 

ve R". 如 果 定义 
(zi 可 + (2;w) = (2;v + ww), 
ctzim) = (zico)， 

那么 R" 在 z 点 的 所 有 向 量 组 成 一 个 向 量 空间 , 称 为 R" 在 = 点 的 切 空间 , 并 且 记 
为 五 (Rn). 

在 这 个 定义 中 , 虽然 = 和 v 都 是 R" 中 的 元 素 , 但 是 它们 却 扮演 着 不 同 的 角 
色 . 我 们 把 z 看 作 度 量 空间 R" 中 的 点 , 并 将 它 表示 成 一 个 “点 ”; 而 把 v 看 作 向 
量 空间 R" 中 的 向 量 , 并 用 一 个 “ 箭 号 ” 表示. 我们 把 (z;v) 表示 成 一 个 以 x 为 起 
点 的 条 号 , 而 把 集合 五 (R") 描述 为 所 有 以 z 为 起 点 的 箭 号 的 集合 , 当然 它 恰 好 是 
集合 = x Rn. 

当天 3 时 , 我 们 不 能 试图 构 作 和 (z;v) + (y;w). 

定义 ” 令 (a,b) 是 RR 中 的 一 个 开 区 间 , 且 T: (a,b) 一 Rr 是 一 个 Cr 映射 . 我 
们 把 Y 相应 于 参数 值 t 的 速度 向 量 定义 为 向 量 (y(t); Dy()). 

我 们 把 这 个 向 量 表示 成 R" 中 以 p = Y(t) 为 起 点 的 箭 号 (参看 图 29.1). 对 速 
度 向 量 的 这 种 观点 当然 是 微 积分 中 熟知 概念 的 重新 表述 . 如 果 


Y(t) = z(t)e1 + y(t)ez + z(t)es 
是 Rs 中 的 一 条 参数 曲线 , 那么 在 微 积分 中 将 它 的 速度 向 量 定义 为 ， 


0 各 or+ 昌 en+ 和 es 


dt dt 
> = 
全 9 
图 29.1 


更 一 般 地 , 我 们 给 出 下 列 定 义 . 
定义 令 4 是 Re 或 Hx 中 的 开 集 ; 令 a :4 一 Rn 是 Cr 映射 并 且 z E 
4,p = a(z). 将 线性 变换 
CA EA) 
定义 为 
Q(z;5) = (p; Da(z) -»), 
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并 且 称 之 为 由 可 微 映射 a 诱导 的 变换 . 
给 定 (z,v), 那么 链 规则 蕴涵 着 向 量 a.(z; v) 实际 上 是 曲线 y(t) = az + tv) 
上 相应 于 参数 值 t 的 速度 向 量 (参看 图 29.2)- 
CE 


ok 


为 了 后 面 的 应 用 , 我 们 指出 变换 a, 的 下 列 形式 上 的 性 质 . 
引 理 29.1 令 4A 是 R* 或 H* 中 的 开 集 且 a:4 一 Rm 是 C" 映射 ; 令 B 是 
Rm" 或 H" 中 包含 a(4) 的 开 集 , 且 8: B 一 R" 是 Cr 映射 . 那么 


or(zi 


(800). = ,00,.. 
证 明 ”这 个 公式 恰好 就 是 链 规则 . 令 y = a(z) 且 = = 6(w). 作 计算 


(0a).(z;v) = (B(a(z)); D(A 0 0)(z). v) 
= (B(y); DB(y). Da(z) .uv) 
=p.(y; Da(z):v) = 有 (ao(ziu)). 


在 下 列 图 表 中 表明 了 这 些 映 射 及 其 诱导 变换 . 


4 2 R" TR) 
Ss 2 全、 A 
已 TR") 
定义 ”车 4 是 Rn" 中 的 开 集 , 而 4 上 的 切 向 量 场 是 一 个 连续 函数 FF : 4 一 
R" x R" 且 使 得 对 每 个 ze 4, F(z) < 五 (Rn), 那么 己 具 有 F(z) = (z; f(z)) 的 形 
式 , 其 中 了 : 4 一 R". 如 果 下 是 Cr 的 , 则 称 它 是 一 个 Cr 的 切 向 量 场 . 
现在 我 们 来 定义 流 形 的 切 向 量 , 在 第 七 章 中 将 会 用 到 这 些 概念 . 


TAR") 
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定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 上 维 Cr 流 形 . 若 pe M, 选取 一 个 包含 点 的 
坐标 卡 aq:U 一 V, 其 中 UU 是 R* 或 He 中 的 开 集 . 令 = 是 中 使 得 atz) = p 的 
一 点 , 所 有 形 如 a。(z;v)( 其 中 v 是 R* 中 的 向 量 ) 的 向 量 的 集合 称 为 M 在 p 点 的 
切 空间 , 并 且 记 为 五 (M). 换 句 话说 

厂 (M) = as(T<(RH)). 

不 难 证 明 万 (M) 是 万 (Rn") 的 一 个 完全 确定 的 线性 子 空间 , 它 不 依赖 于 a 的 
选取 .因为 R* 是 由 向 量 e1,… ,ex 张 成 的 , 所 以 空间 五 (M) 是 由 下 列 向 量 张 成 
的 : 

(iDa(z) .ai) = (p;00/05)),j = 1 ,k 
因为 Da 的 秩 为 上, 所 以 这 些 向 量 是 线性 无 关 的 , 从 而 它们 构成 互 (M) 的 一 个 基 . 
典型 情况 画 在 图 29.3 中 . 


图 293 


我 们 将 切 空间 石 (M)(p < M) 的 并 记 为 T(M), 并 且 称 之 为 M 的 切 从 ，M 
的 切 向 量 场 是 一 个 连续 函数 已 : M 一 T(M) 并 且 使 得 对 于 每 一 点 p e M, 均 有 
Flp) € Tp(M). 


二 、 张 量 场 


定义 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 . 4 上 的 阶 张 量 场 是 对 每 一 个 ze 4 指 
派 一 个 在 向 量 空间 五 (R*) 上 定义 的 上 阶 张 量 的 一 个 函数 w, 即 对 每 个 =. 


wz) e Cr(T(R)). 


因而 w(z) 本 身 是 一 个 将 R" 在 = 点 的 切 向 量 的 元 组 映射 到 R 中 的 函数 , 它 在 
给 定 上 元 组 上 的 值 可 以 写成 下 列 形式 


w(zj((zioa)， , (x; 0). 
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该 函数 作为 (z,v1,… ,wx) 的 函数 要 求 是 连续 的 , 如 果 它 是 C" 的 则 称 w 是 一 个 
Cr 张 量 场 . 如 果 恰好 对 每 个 =,w(z) 都 是 上 阶 交错 张 量 , 那么 就 将 w 称 为 4 上 的 
大 阶 微分 形式 (或 简称 为 形式 )- 

更 一 般 地 , 若 M 是 R" 中 的 一 个 m 维 流 形 , 则 定义 M 上 的 阶 张 量 场 是 一 
个 对 每 个 pe M 指派 C*(Tz(M)) 中 的 一 个 元 素 的 函数 w. 若 对 每 个 p,w(p) 实际 
上 都 是 交错 的 , 则 将 w 称 为 M 上 的 微分 形式 . 

如 果 w 是 在 R" 的 一 个 包含 M 的 开 集 上 定义 的 张 量 场 , 那么 w 当然 可 以 限 
制 成 定义 在 M 上 的 一 个 张 量 场 , 因为 M 的 每 一 个 切 向 量 也 是 R" 的 切 向 量 . 反 过 
来 , M 上 的 任何 张 量 场 也 可 以 扩张 成 一 个 在 Rn 的 某 个 包含 M 的 开 集 上 定义 的 张 
量 场 , 然而 证 明 注定 是 不 平凡 的 . 为 了 简单 起 见 , 本 书 仅 限于 考虑 那些 在 R" 的 开 
集 上 定义 的 张 量 场 . 

定义 令 e1,… ,en 是 R" 的 通常 基 , 那么 就 将 (z;e1),… ,(z;en) 称 为 To(R") 
的 通常 基 , 并 且 利用 下 式 来 定义 R" 上 的 1 形式 2: 


了 ，， 、， 0， 若 i 六 

内 (z)(zie)) -{ 1， 荐 i 二 六 
并 将 形式 51,… ,加 称 为 R" 上 的 基本 1 形式 . 类 似 地 , 给 定 一 个 取 自 集合 {1,… ,n} 
的 递增 上 元 组 了 = (ia，…… , 认 ), 则 将 R" 上 的 大 形式 六 定义 为 


页 四 = 加倍 和 入 和 (z). 


各 个 形式 态 称 为 R* 上 的 基本 上 形式 . 

注意 到 对 于 每 个 =, 一 阶 张 量 1(z),… ,6n(z) 组 成 CTs(Rn)) 对 一 个 基 , 并 
且 这 个 基 对偶 于 7(R") 的 通常 基 , 而 且 k 阶 张 量 六 (z) 是 25(R) 上 相应 的 基本 
交错 张 量 . 

而 和 作为 Cee 的 事实 可 立即 从 下 列 等 式 得 出 : 


(zi) = 
Wr(z)((z; v2), , (wvx)) = det X1, 


其 中 X 是 矩阵 X = [vi… va] 
如 果 w 是 在 R 的 一 个 开 集 4 上 定义 的 大 形式 , 则 大 阶 张 量 vtz) 可 唯一 地 
写成 下 列 形式 . 
wz) = 5r(z)Wr(z)， 
四 
其 中 by(z) 是 某 些 标量 函数 . 并 将 这 些 函数 称 为 关于 Rn 上 的 标准 基本 形式 的 
分 量 . 
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引 理 29.2 ” 令 w 是 Rn" 的 开 集 4 上 的 大 形式 , 那么 是 Cr 的 , 当 且 仅 当 它 
的 各 分 量 br 是 4 上 的 Cr 函数 . 

证 明 ”给 定 w, 用 基本 形式 将 它 表 为 

w= Db 
各 函数 六 是 C" 的 .因此 , 若 各 函数 br 是 Cr 的 , 那么 函数 w 也 是 Cr 的 ， 反 
过 来, 车 w 作为 (z, v1,… ,uk) 的 函数 是 Cr 的 , 那么 特别 地 , 给 定 一 个 取 自 集合 
{1,…,n} 的 递增 大 元 组 了 = ( 广 ,… , 永 ), 则 函数 
(zj(zien) (Tien)) 

作为 = 的 函数 是 Cr 的 , 但 这 个 函数 等 于 bj(z). 口 

引 理 29.3 ”在 R" 的 开 集 4 上 , 令 o 和 刀 是 上 形式 , 而 0 是 1 形式 . 如 果 
wb 都 是 Cr 的 , 那么 aw + 如 和 wA9 也 是 Cr 的 . 

证 明 ”aw+bm 为 Cr 的 是 直接 的 . 因为 它 是 Cr 函数 的 线性 组 合 . 为 证 明 wAb 
是 Cr 的 , 我 们 可 以 利用 定理 28.1 的 证 明 中 所 给 出 的 棉 积 公式 , 也 可 以 利用 上 面 的 


定理 . 记 
w= boy， 0=De,, 
加 四 
其 中 了 和 J 分 别 是 取 自 集合 {1,… ,n} 的 递增 元 组 和 1 元 组 . 那么 
wA0=D ,Db av 
匣 梧 


为 了 用 基本 交错 张 量 表示 (人 9)(z), 将 带 有 重复 指标 的 项 略 去 , 把 剩 下 的 项 按 指 
标 递增 的 次 序 排列 并 且 合并 同类 项 . 从 而 可 以 看 出 wA9 的 每 个 分 量 都 是 形 如 by cy 


的 函数 之 和 ( 带 符号 土 1), 因而 w 9 的 分 量 函数 都 是 Cr 的 . 口 
三 、 零 阶 微分 形式 

接 下 来 , 我 们 不 仅 需要 处 理 R" 中 的 张 量 场 , 而 且 还 需要 处 理 标量 场 . 把 标量 
场 作为 零 阶 微分 形式 来 对 待 将 是 方便 的 . 


定义 ”车 4 是 R" 中 的 开 集 ,而 7:4 一 及 是 Cr 函数 , 则 将 / 称 为 4 上 的 
标量 场 , 也 把 / 称 作 零 阶 微分 形式 . 

两 个 这 样 的 函数 之 和 仍然 是 这 样 的 函数 , 这 样 的 函数 与 标量 的 乘积 也 是 一 个 这 
样 的 函数 . 我 们 将 两 个 0 形式 f 和 9 的 模 积 定义 为 了 人 9 = f.g, 这 恰好 是 实 值 函 
数 的 普通 积 . 更 一 般 地 , 用 下 列 规则 来 定义 0 形式 f 和 上 形式 w 的 栅 积 : 


(2 Af)(z) = (fAwj(z)= f(7) -wlz). 
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这 恰好 是 张 量 w(z) 和 标量 f(z) 的 普通 乘积 . 
注意 到 横 积 的 所 有 形式 上 的 代数 性 质 都 成 立 . 结合 性 、 齐 性 及 分 配 性 都 是 直接 
的 , 而 反 交 换 性 成 立 是 因为 标量 场 为 0 阶 形式 : 


fAg=(-DgAf, fAw=(-DwAf. 


约定 . 今后 我 们 将 用 拉丁 字母 如 f,g,h 等 表示 0 形式 , 而 用 希腊 字母 如 wm,b 
等 表示 上 形式 (k > 0). 


习 题 


1 令 7: RR 一 R" 是 C" 映射 . 证 明 曲 线 Y 相应 于 参数 值 t 的 速度 向 量 是 4.(t;e1) 

2. 车 4 是 R* 中 的 开 集 且 a: 4 一 Rr 是 Cr 映射 ,证 明 a.(z;v) 是 曲线 Y(t) = a(z+tv) 
相应 于 参数 值 上 = 0 的 速度 向 量 . 

3. 令 M 是 R" 中 的 一 个 上 维 C" 流 形 且 pe M. 证 明 M 在 p 点 的 切 空间 是 完全 确定 
的 , 它 不 依赖 于 坐标 卡 的 选取 . 

4 令 M 是 R" 中 的 一 个 上 维 Cr 流 形 , 而 PEe MOM. 

(a) 证 明 ; 车 (piv) 是 M 的 一 个 切 向 量 , 则 有 一 条 其 象 集 在 M 中 的 参数 曲线 7 : (-e,e) 一 
R" 使 得 (Piu) 等 于 Y 相应 于 参数 值 + = 0 的 速度 向 量 (参看 图 29.4). 

(b) 证 明 其 逆 命题 . | 提示 : 回想 到 对 于 任何 坐标 卡 a, 映射 a-! 是 C" 的 . 参看 定理 24.1.] 

5. 令 M 是 R" 中 的 一 个 上 维 Cr 流 形 且 ge 8M 

(a) 如 果 (q,v) 是 M 在 9 点 的 一 个 切 向 量 , 则 有 一 条 参数 曲线 7 : (一 <,e) 一 R", 其 中 了 
将 |-e,0] 或 [0,6] 映 入 M 中 , 使 得 (q,v) 等 于 7 相应 于 参数 值 + = 0 的 速度 向 量 . 

(b) 证 明 其 逆 命 题 . 


图 29.4 
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830. 微分 算 子 


现在 我 们 要 在 微分 形式 上 引进 一 种 算 子 d 一 般 , 当 把 这 个 算 子 d 应 用 于 大 形 
式 时 , 则 得 出 一 个 上 + 1 形式 . 先 从 对 0 形式 定义 算 子 d 开始 . 
一 、 堆 形式 的 微分 

在 R" 的 一 个 开 集 4 上 , 0 形式 是 一 个 函数 了 : 4 一 R. f 的 微分 相 是 4 上 
的 一 个 1 形式 , 即 对 每 个 = e 4, 它 是 从 五 (Rn) 到 R 的 一 个 线性 变换 . 我 们 在 第 
二 章 曾 研究 过 这 样 一 种 线性 变换 , 并 将 它 称 为 “f 在 z 点 关于 向 量 v 的 导数 ”. 现 
在 我 们 把 这 个 概念 看 作 在 4 上 定义 的 一 个 1 形式 . 

定义 ” 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 . 而 了: 4 一 R 是 一 个 Cr 函数 , 我 们 利用 
下 列 公式 定义 4 上 的 一 个 1 形式 of : 


W(x)(z;0) = f(z;v) = Df(z) vo. 


并 且 将 1 形式 df 称 作 f 的 微分 . 它 作为 > 和 v 的 函数 是 Cr 的 . 
定理 30.1 ” 算 子 4 在 0 形式 上 是 线性 的 . 
证 明 令 19g:4 一 及 是 Cr 映射 且 h=af +bg, 那么 
Dh(z) = aDf(z) + Dg(z), 


因而 
dh(z)(z;v) = adf(z)(z;v) + bdg(z)(z;v). 

因此 正如 我 们 所 期 望 的 那样 , dh = a(df) + b(dg). 口 

利用 算 子 d, 可 以 得 出 表示 R" 中 的 基本 1 形式 如 的 一 种 新 方法 

引 理 30.2” 令 各， ,和 是 R" 中 的 基本 1 形式 , 令 7 : R" 一 R 是 由 下 式 
定义 的 第 i 个 投影 函数 : 

Ts(zi… Zn) = Zu 

那么 dr = 办 . 

证 明 ”因为 mr 是 一 个 Cw 函数 , 所 以 dn, 是 一 个 C~ 的 1 形式 . 作 计算 


nn 
| : |- 


tm 


因而 dm, = &. 口 
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在 本 学 科 中 现在 通常 对 记号 有 点 混用 , 表示 第 i 个 投影 函数 不 是 用 7 而 是 用 
zi- 那么 按 这 种 记号 , & 等 于 dz,. 今后 我 们 将 使 用 这 种 记号 , 并 作 如 下 约定 . 

约定 . 若 以 = 表示 R" 的 一 般 点 , 则 用 符号 z, 表示 把 Rn 映射 到 R 的 第 i 个 
投影 函数 那么 dz, 等 于 Rn 中 的 基本 1 形式 和 若 工 = (i,… ,tk) 是 取 自 集合 
{1,… ,mn} 的 递增 k 元 组 , 那么 我 们 引进 记号 


dzr = dz, A. A dz 
来 表示 R" 中 的 基本 上 形式 1. 于 是 一 般 形式 就 能 唯一 地 写成 下 列 形式 


w= Dbdrr, 
四 
其 中 by 是 某 些 标题 函数 . 
当然 dz, 和 dz 分 别 由 下 列 两 式 所 刻画 : 


dr,(z)(z; 
azr(z)((zipa) , (2; vk)) = det X1. 


其 中 X 为 矩阵 X = [wy… wk]. 
为 了 方便 , 我 们 把 这 个 记号 扩展 到 取 自 集合 {1,… ,n} 的 任意 大 元 组 J = 
人) 并 且 令 


dzy = dzj, N***A drj,. 


注意 到 由 于 dz, 是 一 个 0 形式 的 微分 , 所 以 dz, 不 表示 某 个 形式 的 微分 , 而 表示 一 
些 基本 1 形式 的 棉 积 . 

评注 . 我 们 为 什么 把 用 z, 代替 x 称 为 记号 的 混用 呢 ? 其 理由 是 : 正常 , 我 们 
是 用 像 f 这 样 的 单个 字母 表示 函数 , 而 用 符号 f(z) 表示 函数 在 z 点 的 值 . 即 / 代 
表 定义 函数 的 规则 , 而 f(z) 表示 f 的 值 域 中 的 一 个 元 素 . 将 函数 与 函数 值 混淆 便 
是 记号 的 混用 . 

然而 这 种 记号 上 的 混用 是 相当 普遍 的 . 应 该 说 “由 等 式 flz) = za + 2z +1 定 
义 的 函数 1 ”时 , 我 们 却 常 说 “函数 z3 + 2 + 1”, 应 该 说 “指数 函数 ”时 , 却 常 说 
“函数 ez”. 

在 这 里 我 们 也 在 做 着 同样 的 事情 . 第 i 个 投影 函数 在 z 点 的 值 是 z,, 当 我 们 用 
Zz, 表示 投影 函数 自身 时 , 就 混用 了 记号 . 然而 这 种 用 法 是 标准 的 ， 而 且 我 们 将 遵循 
这 种 用 法 . 

如 果 f 是 一 个 0 形式 , 那么 df 就 是 一 个 1 形式 , 因而 可 以 表示 成 基本 1 形式 
的 线性 组 合 . 其 表达 式 是 我 们 熟悉 的 结果 : 
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定理 30.3 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 , 令 f :4 一 RR 是 一 个 Cr 映射 . 那么 
$f = (Dif)dri +:…*+ (Dnf)drn. 


特别 , 车 f 是 一 个 常 函数 , 则 df = 0. 
若 用 Leibnitz 做 记号 , 则 这 个 等 式 呈现 为 下 列 形式 


a a 
td 


这 个 公式 有 时 出 现在 微 积 分 教科 书 中 , 但 其 意义 不 同 于 这 里 的 解释 . 
证 明 ”计算 等 式 两 边 在 切 向 量 (z;v) 上 的 值 , 则 由 定义 得 


Wf(z)(z;v) = Df(z)», 


f= 


而 
DDif(s)dz,(z)(z;v) = Diflzjw- 


=! =! 
所 以 定理 成 立 . 口 
如 果 f 是 Cr 的 , 那么 df 仅 为 Cr-: 的 , 但 这 是 很 不 方便 的 . 因为 这 意味 着 在 
给 出 任何 论证 时 必须 始终 关注 需要 保证 多 少 阶 的 可 微 性 . 为 了 避免 这 些 麻烦 , 我 们 
将 作 如 下 的 约定 
约定 . 今后 我 们 只 限于 考虑 流 形 、 映 射 、 向 量 场 及 形式 等 均 为 Cw 的 情形 . 


二 、k 形式 的 微分 


现在 我 们 定义 一 般 微 分 算 子 d 在 某 种 意义 上 , 它 是 方向 导数 的 推广 ， 使 得 这 
个 事实 变 得 明显 的 公式 出 现在 习题 中 , 我 们 没有 用 这 个 公式 来 定义 d, 而 是 用 随后 
的 定理 中 所 给 出 的 它 的 正式 性 质 来 刻 划 d. 

定义 ”如 果 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 , 令 0*(4) 表示 4 上 所 有 Cee 的 上 形式 
组 成 的 集合 . 两 个 这 样 的 k 形式 之 和 是 另 一 个 形式 , 一 个 大 形式 与 标量 的 乘积 
仍 是 一 个 形式. 容易 看 出 0*(A4) 满足 向 量 空间 的 公理 , 并 且 称 之 为 4 上 的 人 形 
式 构成 的 线性 空间 . 

定理 30.4 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 , 则 存在 唯一 的 一 个 对 六 > 0 有 定义 的 
线性 变换 

d:nx(4) 一 eti(4) 

使 得 

(1) 如 果 f 是 一 个 0 形式 , 则 才 是 1 形式 


df(z)(zio)= Df(z) -vo. 
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(2) 如 果 w 和 分别 是 卡 阶 和 1 阶 形式 , 那么 
d(wAN) = di An+(—D)*wA dn. 


(3) 对 每 一 个 形式 w, 均 有 
d(dw) = 0. 

我 们 把 d 称 作 微分 算 子 , 而 把 di 称 为 w 的 微分 . 

证 明 ”第 一 步 . 验证 唯一 性 ， 首 先 证 明 条 件 (2) 和 (3) 蕴涵 着 对 任何 形式 
wh ,wk 均 有 

dd 入 …Adus) =0. 
车 = 1 则 该 等 式 是 (3) 的 结论 . 假设 它 对 上 一 1 成 立 , 置 n= (du A…'Aduk) 并 
用 条 件 (2) 作 计 算 
dldin An) = d(dw1) An tdur A dn. 

由 (3) 可 知 第 一 项 为 零 , 而 由 归纳 假设 知 第 二 项 为 零 . 

现在 来 证 明 对 于 任何 形式 w 来 说 , 形式 d 完全 是 由 d 在 0 形式 上 的 值 决 
定 的 , 而 这 些 值 是 由 (1) 指定 的 . 因为 4 是 线性 的 , 所 以 只 需 考虑 w = fdzi 的 情况 
即 可 . 由 刚才 证 明 的 结果 算出 


du = d(fdz1)= d(f Adz1) 
YW Adz1+fAdldrr) (由 (2) 
=d Adzi. 
因而 dy 是 由 4 在 0 形式 f 上 的 值 决定 的 . 
第 二 步 . 现在 来 定义 d. 它 在 0 形式 上 的 值 由 (1) 指定 . 刚才 所 作 的 计算 告诉 
我 们 如 何 对 正 数 阶 的 形式 定义 d. 如 果 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 并 且 w 是 4 上 大 阶 
形 阶 , 那么 可 将 w 唯一 地 写成 下 列 形式 


w=》jrdrr， 
加 


并 且 定 义 
du = 5 drAdzr. 
加 
我 们 来 验证 dw 是 C™ 的 . 为 此 首先 算出 


dy= 是 BS oj] Adzr. 


mb 
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为 将 dw 表示 成 基本 上 + 1 形式 的 线性 组 合 , 可 按 下 列 办 法 进行 : 首先 把 j 与 上 元 
组 了 中 的 某 个 指标 相同 的 那些 项 删 去 , 其 次 , 对 剩 下 项 重新 排列 dz, 使 得 指标 成 递 
增 次 序 , 第 三 , 合并 同类 项 . 通过 这 种 办 法 可 以 看 出 dw 的 每 个 分 量 是 函数 Di 广 的 
线性 组 合 , 因而 是 C= 的 , 所 以 dw 是 C~ 的 (注意 如 果 ww 只 是 Cr 的 , 那么 dw 就 
应 当 是 C"-! 的 . ) 

下 面 证 明 对 上 > 0,d 在 形式 上 是 线性 的 . 令 


w = 和 Jrdarr 和 "=》 grdzr 
nn a 


是 上 形式 , 那么 
dlaw + bm)= d D(afr + bgr)dzr 
= 县 sor 十 bg1) Adzr (由 定义 ) 
= Dp 十 bdgr) dz1 (因为 4 对 0 形式 是 线性 的 ) 
= + bdn. 


第 三 步 , 现在 证 明 车 J 是 取 自 集合 {1,… ,n} 的 整数 构成 的 任意 元 组 . 那么 
df drs) = Adzs. 

车 J 中 有 两 个 指标 相同 . 那么 这 个 公式 肯定 成 立 , 因为 在 此 情况 下 , dz, = 0. 
从 而 我 们 假设 J 中 的 指标 都 是 相 异 的 . 令 是 将 J 的 指标 按 递增 次 序 重 排 而 得 到 
的 上 元 组 , 而 r 是 所 涉及 的 置换 . 杭 积 的 反 交换 性 蕴涵 着 dz = (sgnr)jdzy， 因 为 
dd 是 线性 的 而 栅 积 是 齐 性 的 , 所 以 公式 df Adzi) = df 人 dz/( 由 定义 可 知 此 公式 成 
立 ) 蕴涵 着 

(sgnr)d(f Adzy) = (sgnn)df A dry. 


因而 我 们 所 期 望 的 结果 成 立 . 
第 四 步 . 在 上 = 0 和 1= 0 的 情况 下 验证 性 质 (2). 作 计算 


dfAg)= > Di(f,gjdry 
et 


= DD,f)-9dz + Df (Dsg)dz, 
A FI 
=(@) Ag+fA(dg). 
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第 五 步 . 对 一 般 情况 验证 性 质 (2). 首先 考虑 两 个 形式 的 阶 数 都 是 正 的 情况 . 因 
为 所 期 望 的 等 式 两 边 对 w 和 7 都 是 线性 的 . 所 以 只 需 考虑 


w= fdzr 和 n = gdzy 
的 情况 . 作 计 算 


d(w An)= d(fgdrr Ndrs) 
=d(fg) Adzr 人 dzJ (由 第 三 步 ) 
= (中 Ag+ 了 人 dg) 人 dzrAdzr (由 第 四 步 ) 
= (df dry) A(gAdry) + (Df Adr) A (dg dey) 
= duAn+(-1)twAdn. 


符号 (-1)* 的 出 现 是 由 于 dzi 为 上 形式 而 dg 为 1 形式 . 

最 后 , 在 或! 为 零 的 情况 下 , 证 明 可 像 刚才 给 出 的 论证 那样 进行 , 当 = 0 
时 , 包含 dzr 的 项 从 等 式 中 消失 , 而 当 ! = 0 时 , 含 dz, 的 项 消失 . 我 们 将 细节 留 给 
读者 去 完成 . 

第 六 步 . 我 们 来 证 明 如 果 f 是 一 个 0 形式 , 则 d(df) = 0. 计算 得 


d(df)= 4 Difdz, 
pe 
三 Dd(D,f) dz,( 由 定义 ) 
= 于 > DiD, fdz, Ndz,. 


为 将 此 式 写成 标准 形式 , 把 i = j 的 所 有 项 略 去 , 并 将 其 余 的 项 合并 得 


ad(df) = 六 (D,Dij -DiDijf)dariAdz 


a 


于 是 由 混合 偏 导 数 相等 就 蕴涵 着 d(df) = 0. 
第 七 步 . 我 们 来 证 明 车 w 为 大 形式 (k > 0) 则 d(dw) = 0. 因为 d 是 线性 的 , 所 
以 只 需 考虑 w= fdzr 的 情况 , 那么 由 性 质 (2)， 


dldw) = d(df A dz1) = d(df) dz1 — df \ dldz1). 
于 是 由 第 六 步 d(df) = 0, 并 且 由 定义 


dldz1) = d(1) Adz/ =0. 


830.， 微分 算 子 “215 


从 而 有 d(dw) = 0. 口 

定义 ” 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 , 如 果 A 上 的 一 个 0 形式 f 在 4 上 为 常 值 ， 
则 称 f 在 4 上 是 恰当 的 ; 对 于 4 上 的 大 形式 w( 这 里 k > 0), 如 果 存 在 4 上 的 一 
个 一 1 形式 9 使 得 w= dg, 则 称 w 在 4 上 是 恰当 的 , 如 果 4 上 的 (> 0) 形式 w 
满足 dw = 0, 则 称 w 是 闭 的 . 

每 一 个 恰当 形式 都 是 闭 的 , 因为 车 f 为 常 值 的 , 那么 df = 0, 而 如 果 w = db， 
那么 dw = d(d9) = 0. 反之 , 如 果 4 为 整个 R" 或 者 更 一 般 地 4 是 R" 的 一 个 “ 星 
凸 的 子 集 , 则 4 上 的 每 个 闭 形式 在 4 上 是 恰当 的 (参看 第 八 章 ). 但 是 正如 我 们 
将 看 到 的 那样 , 其 逆 一 般 不 成 立 . 如 果 4 上 的 每 一 个 闭 大 形式 在 A 上 也 是 恰当 的 ， 
则 称 4 是 上 维 同调 平凡 的 . 我 们 将 在 第 八 章 进一步 探究 这 个 概念 

例 1 令 4 是 R2 中 所 有 使 得 z 关 0 的 点 (z,y) 组 成 的 开 集 ,对 于 (z,y) e 4， 
置 f(z,y) = z/lz|, 那么 了 在 4 上 是 Ce 的 并 且 在 4 上 由 =0, 但 是 /在 A 上 不 
是 恰当 的 . 因为 了 在 4 上 不 是 常数 . 

例 2 ”恰当 性 是 我 们 以 前 曾 遇 到 过 的 一 个 概念 . 例如 在 微分 方程 中 , 若 有 一 个 
函数 f 使 得 P = 8f/8z 和 Q = 81/8y, 则 称 方程 


Plz,y)dr + Q(z,y)dy =0 


是 恰当 的 . 用 我 们 的 术语 来 说 , 这 只 是 表示 1 形式 Pdz + Qdy 是 0 形式 f 的 微分 ， 
因而 它 是 恰当 的 . 
恰当 性 还 与 保守 向 量 场 的 概念 相关 . 例如 Rs 中 的 向 量 场 


F=p?+Q7+RE, 
如 果 它 是 某 个 标量 场 f 的 散 度 , 即 有 
P= 60//0r,Q=8//0y,R= 0f/0z, 

则 称 该 向 量 场 玉 是 保守 的 . 这 恰好 等 同 于 说 形式 Pdz+Qdy+ Rdz 是 0 形式 f 的 
微分 . 

下 一 节 我 们 将 进一步 探讨 形式 和 向 量 场 之 间 的 关系 

习 题 

1. 令 4 是 R" 中 的 开 集 . 

(a) 证 明 Q*(4) 是 一 个 向 量 空间 . 

(b) 证 明 4 上 所 有 C~ 向 量 场 的 集合 是 一 个 向 量 空间 

2. 考虑 Rs 中 的 形式 


w= Tydr + 3dy — yzdz, 
=zdr 一 yzzdy 十 2rdz， 
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通过 直接 计算 验证 
dlds) =0 和 doAN= (di) An-w Nd 
3. 令 是 一 个 在 R" 的 开 集 4 上 定义 的 尺 形式 . 如 果 w(z) 是 一 个 0 张 量 , 则 称 w 在 
点 为 零 ， 
(a) 证 明 若 w 在 zo 点 的 一 个 邻 域 中 的 每 一 点 = 处 为 零 , 那么 dw 在 zo 点 为 零 . 
(b) 举例 说 明 : 当 w 在 zo 点 为 零 时 , dw 未 必 在 ro 点 为 零 . 
4. 令 A=R? 一 0, 考虑 由 下 式 定义 的 4 中 的 1 形式 : 


w= (zdr +ydy)/(z? +y). 


(a) 证 明 w 为 闭 形式 . 

(b) 证 明 w 在 4 上 是 恰当 的 . 

*5. 证 明 下 列 定理 : 

定理 令 4=R2-0, 并 且 在 4 中 令 


w= (ydr + zdy)/(z? +y). 


那么 在 4 中 w 是 闭 的 但 不 是 恰当 的 . 

证 明  (a) 证 明 w 是 闭 的 . 

(b) 令 日 是 由 R* 删 去 非 负 的 = 轴 而 构成 的 。 证 明 对 于 每 个 (z,y) E B, 有 唯一 适合 
0<t< 2r 的 上 值 使 得 


z= (+ 护 )Macost y= (rz +)" sint. 


用 9(z,y) 表示 t 的 这 个 值 . 

(©) 证 明 5 是 C™ 的 . [提示 : 反正 弦 函 数 和 反 余弦 函数 分 别 在 区 间 CD 和 (0,r) 上 
是 Ce 的 . ] 

(d) 证 明 w = dy 在 BB 中 成 立 . | 提示 : 当 z 关 0 时 tang=y/z, 而 当 y 关 0 时 cotp=z/y. ] 

(6) 证 明 如 果 9 是 B 上 的 闭 0 形式 , 那么 g 在 B 上 为 常 值 | 提示 : 用 中 值 定理 证 明 若 a 
是 R? 中 的 点 (1, 0), 则 对 所 有 z e B, 均 有 g(z) = g(a)]. 

(6) 证 明 w 在 4 上 不 是 恰当 的 . [提示 : 如 果 在 4 上 w= df, 那么 了 一 少 在 B 上 为 常 值 
求 f(1,y) 在 y 经 过 正 值 和 负 值 趋向 于 0 时 的 极限 值 . ] 

6. 令 4= R" -0. 令 m 是 一 个 固定 的 正 整 数 . 考虑 4 中 的 下 列 n ~ 1 形式 


YE Adzw 
气 
其 中 天 (2) = zw/llzll", 而 应 , 表示 因子 dz, 被 删 去 - 
(a) 计算 dn. 
人 b) 当 m 为 何 值 时 dn = 0 成 立 ?( 后 面 我 们 将 证 明 7 不 是 恰当 的 . ) 
*7. 证 明 下 列 定理 . 该 定理 将 d 表示 为 广义 的 “方向 导数 ”. 
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定理 ” 令 4 是 R" 中 的 开 集 并 且 w 是 4 上 的 一 个 上 一 1 形式 . 给 定 v1,… ,ve € R"， 


定义 
h(x) = (zj 人 (io , (zi 04)), 


(2) = wz)((z; 0) , (E10)), (i 0#)), 


其 中 以 a 表示 分 量 a 被 删 去 , 那么 


Mz) = 5,(-1) Do(z) ww 
= 

证 明 (a) 令 X = [v1… vw]. 对 于 每 个 j, 令 = [v1… 休 ,… v4]. 给 定 (站 
证 明 


& 
det XI ti) = D1) Tm det Y, (i sik-1) 


二 


(b) 在 w= jdzr 的 情况 下 验证 定理 成 立 
(e) 完成 定理 的 证 明 . 
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现在 终于 可 以 说 明 我 们 对 张 量 场 , 形式 以 及 微分 算 子 所 做 的 一 切 确实 是 Rs 中 
所 热 悉 的 向 量 分 析 到 R" 上 的 推广 我 们 在 $38 节 证 明 Stokes 定理 和 散 度 定理 的 
经 典 形式 时 将 要 用 到 这 些 结果 . 

我 们 知道 如 果 4 是 R" 中 的 开 集 , 那么 4 上 形式 的 集合 Dk(4) 是 一 个 线 
性 空间 , 并 且 容易 验证 4 上 所 有 C™ 向 量 场 的 集合 也 是 一 个 线性 空间 . 在 这 里 我 
们 要 定义 从 标量 场 和 向 量 场 到 形式 的 一 系列 线性 变换 . 这 些 变换 与 算 子 起 着 同样 的 
作用 , 它们 可 以 把 用 标量 场 和 向 量 场 的 语言 写成 的 定理 “改写 ”为 用 形式 的 语言 写 
成 的 定理 . 且 反之 亦 然 . 

我 们 从 定义 R" 中 的 梯度 算 子 和 散 度 算 子 开始 . 

定义 令 4 是 R" 中 的 开 集 , 而/ :4 一 R 是 A 上 的 一 个 标量 场 . 利用 下 式 
定义 4 上 的 一 个 相应 向 量 场 , 并 且 称 之 为 f 的 梯度 : 


(gradjf)(z) = (z; Dif(z)e + + Dnf(z)en). 
如 果 G(z) = (z;g(z)) 是 4 上 的 一 个 向 量 场 , 其 中 9 : 4 一 R" 由 下 式 给 出 
9(z) = 9i(z)el 十 … 十 gn(z)en， 
那么 可 在 4 上 定义 一 个 相应 的 标量 场 , 并 且 称 之 为 G 的 散 度 如 下 : 


(divG)(z) = Digi(z) +:…+ Dngn(z). 
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在 n=3 的 情况 下 , 这 些 公式 当然 是 微 积分 中 所 熟悉 的 . 下 列 定理 说 明 这 些 算 
子 是 怎样 与 算 子 d 相对 应 的 . 
定理 31.1 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 ,那么 存在 向 量 空间 的 同 构 a, 和 Bf, 如 
下 列 图 表 所 示 : 
4 上 的 标量 声 和 mt) 


md a 


A 上 的 向 量 声 一 一 21 一 fp(A) 
4 上 的 向 量 声 。 一 人 fn-!(4) 


4 上 的 标量 场 4 (4) 


并 且 使 得 
doao= a ograd,do Bn-1 = Pn odiv. 


证 明令 / 和 六 是 4 上 的 标量 场 ; 令 
Flz)= (2; Dfilz)e) 和 Glz)= (2; D9(z)ei) 
是 4 上 的 向 量 场 . 定义 变换 as 和 启 如 下 : 
oof = 
P= fdr, 


=! 


br-1G= (1gdr A A dri A AN den, 


= 


Bnh= hdri A A dern. 


(通常 记号 & 表示 因子 a 被 删 去 ) 每 个 a, 和 6, 均 为 线性 变换 , 并 且 要 证 明 的 两 
个 等 式 成 立 . 我 们 将 这 些 事实 的 证 明 留 作 习 题 . 口 
一 般 可 以 说 这 个 定理 就 是 关于 对 向 量 场 的 应 用 的 全 部 . 然而 在 Rs 的 情况 下 可 
能 还 会 提 到 “ 旋 度 ” 算 子 等 . 
定义 令 4 是 了 3 中 的 开 集 ; 令 


F(z) = (zi f(z)e,) 
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是 4 上 的 一 个 向 量 场 . 我 们 用 下 式 来 定义 A 上 的 另 一 个 向 量 场 , 并 且 称 之 为 下 的 
旋 度 : 


eurlF(z) = (zi(Do 户 一 Da)e+ (Dsfi ~ Difa)e2 + (Difa ~ Dafi)es). 
记忆 旋 度 算 子 的 一 种 方便 技巧 是 将 它 看 作 下 列 符 号 行列 式 的 值 : 


@ ez es 
D! Da Ds 
fl fa i 
对 于 Rs 而 言 , 上面 的 定理 有 下 列 的 加 强 形式 ; 


定理 31.2 ” 令 4 是 Rs 中 的 开 集 , 则 存在 如 下 列 图 表 所 示 的 向 量 空间 同 构 a 
和 有 : 


det 


4 上 的 标量 场 一 一 一 -Po(4) 


| | 
4 上 的 向 量 场 一 a _ 。 2(4) 
民 a 
AL 的 向 量 声 4) 


ls a 


4 上 的 标量 场 ”一 一 负 一 。 DY(4) 


并 且 使 得 
doao =aiograd,dom = /hocurl,do py = Pyodiv. 


证 明 ”映射 a, 和 忆 就 是 在 前 面 定理 的 证 明 中 所 定义 的 同 构 只 有 第 二 个 等 式 

沉 要 验证 , 我 们 将 它 留 给 读者 去 完成 . 口 
习 是 

1. 证 明定 理 31.1 和 定理 31.2. 

2 注意 到 在 n = 2 的 情况 下 , 定理 31.1 给 出 两 个 从 向 量 场 到 1 形式 的 映射 at 和 局. 试 
比较 这 两 个 映射 

3. 令 4 是 Rs 中 的 一 个 开 集 . 

(a) 将 等 式 d(diw) = 0 改写 成 两 个 关于 R3 中 的 向 量 场 和 标量 场 的 定理 . 

(b) 将 4 是 卡 维 同调 平凡 的 条 件 改写 成 关于 4 上 的 向 量 场 和 标量 场 的 命题. 考虑 上 二 
0,1,2 的 情况 . 
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4 如 果 除去 向 量 场 和 标量 场 之 外 还 允许 使 用 矩阵 场 ， 那 么 对 于 R* 就 有 一 种 方法 可 将 关 
于 形式 的 定理 改写 成 更 部 悉 的 语言 .我 们 将 这 种 方法 概述 于 此 . 其 中 所 包含 的 复杂 情况 可 以 帮 
助 我 们 理解 为 什么 人 们 要 发 明 形 式 语言 来 处 理 R” 的 一 般 情况 . 

如 果 方 阵 B 满足 B7 = 一 则 称 之 为 反对 称 的 . 令 4 是 R+ 中 的 一 个 开 集 . 令 5(A) 是 
把 4 映 入 反对 称 的 4 x 4 短 阵 集 的 所 有 C™ 函数 太 的 集合 . 如 果 用 hh,(z) 表示 厅 (z) 中 位 
于 第 1 行 第 j 列 交汇 处 的 元 素 . 并 用 下 式 定义 瞎 射 7 : S(4) 一 0?(A)， 


mn(H) = > hv(z)dzr, Adz,. 


(a) 证 明 2 是 一 个 线性 同 构 . 
(b) 令 ao, 1, 局, Bs 如 定理 31.1 中 所 定义 . 并 且 像 在 下 列 图 表 中 那样 定义 算 子 “扭转 "和 
“旋转 ”: 
4 上 的 向 量 场 一 一 衬 -一 (4) 


所 转 a 

$(4) 二 F(A) 
旋转 上 

4 上 的 向 量 声 名 4) 


使 得 
doa = 人力 o 扭 转 ,dom = 如 o 旋 转 
(这 两 个 算 子 是 R? 中 的 “ 旋 度 " 算 子 (curl) 在 R* 中 的 有 趣 类 似 . ) 

5. 梯度 算 子 , 旋 度 算 子 , 散 度 算 子 ,以 及 平移 算 子 a, 和 及 似乎 依赖 于 R" 的 基 的 选取 ， 
因为 定义 它们 的 公式 中 包含 着 所 涉及 的 向 量 关 于 R" 的 基 e1,… ,en 的 分 量 , 然而 正如 下 列 
习题 所 证 明 的 那样 , 实际 上 它们 只 依赖 于 R" 的 内 积 和 右手 系 的 概念. 

回想 到 上 维 体积 函数 V(z1,… ,zk) 只 依赖 于 R" 中 的 内 积 (参看 $21 的 习题 ). 

(a) 令 F(z) = (ziy(z)) 是 一 个 在 R" 的 开 集 上 定义 的 向 量 场 . 证 明 a F 是 使 得 


ouF(z)(z;v) = (f(z2), 0) 


的 唯一 的 1 形式 . 
(b) 令 G(z) = (z;g(z)) 是 在 R" 的 开 集 上 定义 的 向 量 场 . 证 明 B,_1G 是 唯一 使 得 下 式 
成 立 的 n 一 1 形式 : 


Pn-1G(z)((z; 9), , (2, 0n-1)) = V(g(z), v1 , wn), 


其 中 当 标 架 g(z), v1,… ,vn-1 是 右手 系 时 ,e = +1, 否则 < = 一 1. 
(6) 令 是 在 R" 的 一 个 开 集 上 定义 的 标量 场 、 证 明 Bh 是 唯一 使 得 下 式 成 立 的 n 形 
式 : 
Bnh(z)((z; v3) , (2;01)) = e+ h(z)  V (v3, ,vn), 
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其 中 若 (v1,… ,vn) 为 右手 系 , 则 = = +1; 否则 = = 一 1. 
(d) 断定 梯度 算 子 和 散 度 算 子 ( 若 n = 3, 则 还 有 旋 度 算 子 ) 只 依赖 于 Rm 中 的 内 积 和 有” 
中 的 右手 系 概念 [提示 : 算 子 4 只 依赖 于 R" 的 向 量 空间 结构 . ] 


§32， 可 微 映射 的 作用 


如 果 a : 4 一 R" 是 一 个 C™ 映射 , 其 中 4 是 R* 中 的 开 集 , 那么 a 产生 一 
个 将 R* 在 z 点 的 切 空间 映射 成 Rn 在 a(z) 点 的 切 空间 的 线性 变换 a.. 而 且 我 
们 还 知道 , 向 量 空间 之 间 的 任何 线性 变换 T : V 一 W 将 导致 交错 张 量 的 对 偶 变换 
T" ; A(W) 一 AL(V). 把 这 两 个 事实 结合 就 可 以 说 明 一 个 Ce 映射 a 是 怎样 导致 
形式 间 的 对 偶 变 换 的 , 并 将 该 对 偶 变换 记 为 a*. 变换 a* 能 够 保持 附加 在 形式 空间 
上 的 所 有 结构 向 量 空间 结构 、 槐 积 及 微分 算 子 . 

定义 令 4 是 Re 中 的 开 集 ,而 a:4 一 Rn 是 Ce 映射 , 令 忆 是 Rn 中 包 
含 a(4) 的 一 个 开 集 , 那么 将 形式 的 对 偶 变换 


a : Q(B) — A(A) 
定义 如 下 : 给 定 B 上 的 一 个 0 形式 / : B 一 R, 则 对 每 个 z < 4, 通过 置 (a*/)(z) = 


f(a(z)) 来 定义 4 上 的 一 个 0 形式 a*f. 然后 给 定 上 的 一 个 1 形式 (这 里 ! > 0)， 
用 下 列 等 式 定义 4 上 的 一 个 ! 形式 a*w: 


(orojfzj((zipa) , (ev0)) = wa(z)(a(z; v2) (2; v1)) 

因为 ,wa, Da 都 是 C™ 的 , 所 以 a*f 和 arw 也 是 Ce 的 . 注意 到 如 果 f, 
及 a 都 是 Cr 的 , 那么 a*/ 应 为 Cr 的 , 但 a*w 却 只 能 是 C"-! 的 . 这 里 再 次 重申 
仅 限于 考虑 Ce 映射 是 方便 的 . 

注意 到 若 a 是 常 值 映射, 那么 a*f 也 是 常 值 映射, 而 o*w 是 0 张 量 . 

oa 和 对 偶 线 性 变换 a 之 同 的 关系 如 下 : 给 定 满足 a(z) =y 的 一 个 C~ 映射 
a :4 一 R", 那么 它 诱导 线性 变换 

T=a.:T(R) 一 五 (R")， 
这 个 变换 又 产生 交错 张 量 的 一 个 对 偶 变换 
T* :AHR")) — A(Te(R*)) 

如 果 ww 是 B 上 的 1 形式 , 那么 w(y) 是 元 (R") 上 的 交错 张 量 . 因而 T*(w(y)) 是 
五 (R9) 上 的 一 个 交错 张 量 , 并 且 满足 等 式 


To 人)) = (arow)(z); 
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因为 


T(e())(zipa) (iD)=w(a(z))(ao(zib ,av(zioD) 
= (arw)j(z)((zipa) , (2; v0)). 


这 个 事实 使 我 们 能 够 把 以 前 关于 对 偶 变换 T* 的 结果 改写 成 关于 形式 的 结果 . 

定理 32.1 令 4 是 Re 中 的 开 集 而 a: 4 一 Rm 是 一 个 Ce 映射 . 令 B 是 
Rm 中 包含 a(4) 的 一 个 开 集 且 8 : 也 一 Rn 是 一 个 Ce 映射 , 令 w,n,0 是 在 R" 
的 一 个 包含 6(B) 的 开 集 C 上 定义 的 形式 , 并 且 假设 w 和 7 的 阶 数 相同 . 那么 变 
换 a* 和 p* 具有 下 列 性 质 : 

(D "(aw + bm) = a(P"w) 十 60B- 吕 . 

(2) B*(wAg= Prw A pO. 

(3) (90 a)"w = ar(grw). 

证 明 ”参看 图 32.1. 在 形式 的 阶 数 为 正 的 情况 下 , (1) 和 (3) 仅仅 是 用 形式 的 
语言 来 重 述 定理 26.5, 而 性 质 (2) 则 是 定理 28.1 第 (6) 款 的 重 述 . 

当 某 些 或 全 部 形式 的 阶 数 为 零 时 , 验证 这 些 性 质 只 是 简单 的 计算 而 已 , 因而 将 


它 留 给 读者 . 口 
“a 
A 8 C 
a 
Ce 
Re Rn 了 


图 32.1 


这 个 定理 说 明 a* 保持 向 量 空间 的 结构 和 槐 积 运算 . 现在 来 证 明 它 还 保持 算 子 
d. 为 此 (也 为 以 后 ) 我 们 要 求 出 一 个 计算 a*w 的 形式 . 如 果 A 是 R* 中 的 开 集 并 
且 a: 4 一 R". 我 们 分 别 在 w 是 1 形式 和 w 是 上 形式 这 两 种 情况 下 来 导出 该 公 
式 . 这 便 是 我 们 所 需要 的 全 部 . 一 般 情况 在 习题 中 处 理 . 

因为 a* 是 线性 的 并 且 保持 模 积 , 又 因为 a*f 等 于 foa, 因而 剩 下 对 基本 1 形 
式 和 基本 k 形式 来 计算 a*. 下 面 就 是 我 们 要 求 的 公式 . 

定理 32.2 ” 令 4 是 R* 中 的 开 集 , 且 a: 4 一 Rn 是 一 个 Ce 映射 . 用 = 表 
示 Rs* 的 一 般 点 , 用 y 表示 R 的 一 般 点 . 那么 dz, 和 dy, 则 分 别 表示 R* 中 和 
Rn 中 的 基本 1 形式 . 

(a)a*(dy) = das. 
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(b) 若 工 = (ia,… ,让 ) 是 一 个 取 自 集合 {1,… ,n} 的 递增 k 元 组 , 那么 
= (det ME) der A A dm, 


a Bar _ au, ,on) 


ar ze) 
证 明 (a) 置 y = az). 计算 ar(dw) 在 一 个 典型 切 向 量 上 的 值 : 


(rel 可 = as 
= (Da(z) .的 第 ;个 分 量 


= 完 Daln) 


et 


-> 各 esnejeio 


由 此 可 知 


由 定理 30.3, 上 式 右边 等 于 da 
(b) a* (dwr) 是 在 R* 的 一 个 开 集 上 定义 的 上 形式 , 因而 它 具 有 下 列 形式 


a*(dyr1) = hdri A Adzk, 


其 中 h 是 某 个 标量 函数 . 如 果 计 算 这 个 等 式 右边 在 元 组 (x;e1),… , (z;ek) 上 的 
值 , 则 得 到 函数 h(z). 于 是 从 下 列 计算 可 知 定理 成 立 : 


h(z)= (a* (dyr)(z)((z; e1),.… , (x; ex)) 
= dyr(y)(a.(z;e1),.… ,a.(z; ex)) 
=wru( 吕 | 
=det[Da(zjjy 
= det 5a1. 口 


(a) 款 中 的 公式 容易 记忆 . 为 了 计算 a*(dy,), 只 需 计算 dy, 并 作 代 换 y, = as(z)l 
注意 到 可 用 下 式 计算 a*(dy): 


el(dyr) = a (dya) A A a"(dya) = dou A A dow,, 


Oa 
‘(vy Bax) 
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但 是 当 上 > 2 时 , 这 个 模 积 的 计算 是 很 站 力 的 . 
定理 32.8“ 令 4 是 R* 中 的 开 集 ,而 a: 4 一 Rn 是 一 个 Cee 映射 ,如果 
是 在 Re 中 的 一 个 包含 a(4) 的 开 集 上 定义 的 1 形式 , 那么 
(dy) = d(a*w). 
证 明 。 令 = 表示 Rx 中 的 一 般 点, 而 用 y 表示 Rn 中 的 一 般 点 . 
第 一 步 . 首先 对 0 形式 / 来 验证 定理 , 计算 要 证 等 式 的 左边 ， 
() or(d) =oe (Ca 二 (DJf) oa)da, 然后 计算 铭 证 等 式 的 右 
边 得 a 
(1) darf) =d(f o0) = 5D,(f oo)dz,. 
应 用 链 规 则 , 置 y = atz) 则 有 
DU eajlz) = Df(y) : Data; 
因为 D(fea) 和 Df 是 行 矩 阵 , 由 此 可 知 
Di(j ea 四 = D1(w)- (Dale) 的 第 j 列 ) 
= 5 Df(y): Da(z). 


因而 有 
Di(f 09) = DO((Dif)o 9) Dyan 


气 
将 此 结果 代入 (**) 式 , 则 得 
A 

(+ dlaf)= DD((D,f)o0). Dyaidz, 


= D((Dif) oa)do,. 
比较 (<) 式 和 (4* *) 式 , 即 可 看 出 a*(df) = d(a*/). 

第 二 步 . 对 阶 数 为 正 的 形式 来 证 明定 理 . 因为 ”和 d 是 线性 的 , 所 以 只 需 论 
证 w = fdy; 的 情况 即 可 ,其 中 /= (4,… , 坟 ) 是 取 自 集合 {1,… ,n} 的 递增 1 元 
组 . 首先 作 计算 

0) ar =a°(df Ady) = oa"(df) Mar(dy). 

另 一 方面 

鸭 darw)=aeGAdij= dl(o*f) Aa* (dun)] 

=d(a*f) Aar(dyn) + (ef) A0, 
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因为 
d(a’ (dyr)) = dldas, A-** A daw) =0. 


通过 比较 (i) 式 和 (ii) 式 , 并 且 利 用 第 一 步 的 结果 可 知 定理 成 立 . 口 

现在 我 们 已 经 拥有 微分 形式 的 代数 与 微分 算 子 d 可 供 我 们 使 用 , 这 个 代数 及 
算 子 4 的 基本 性 质 (概括 在 本 节 及 §30 中 ) 就 是 今后 我 们 所 需要 的 全 部 . 

正 是 通过 探讨 可 微 映 射 的 作用 , 人 们 开始 认识 到 形式 是 比 向 量 场 更 自然 的 研究 
对 象 . 一 个 C~ 映射 a : 4 一 R"( 其 中 4 是 R* 的 一 个 开 集 ) 将 会 产生 切 向 量 的 
一 个 线性 变换 a。. 但 是 没 办 法 能 从 a 得 到 一 个 将 4 上 的 向 量 场 映射 成 a(4) 上 的 
向 量 场 的 变换 . 例如 假设 F(z) = (z; f(z)) 是 4 上 的 一 个 向 量 场 . 如 果 y 是 集合 
B=a(4) 中 的 一 点 并 且 使 得 y = a(z1) = a(z2) 对 4 中 的 两 个 不 同 的 点 ml, za 成 
立 , 那么 a, 在 y 点 将 产生 两 个 (可 能 不 同 的 ) 切 向 量 a.(z1; f(z)) 和 a.(z2; f(z2))! 
参看 图 32.2. 


图 32.2 


当 a: 4 -，B 是 微分 同 胚 时 就 不 会 出 现 这 个 问题 . 在 这 种 情况 下 , 可 以 得 到 向 
量 场 的 一 个 诱导 映射 3.. 对 4 上 的 向 量 场 下 指派 B 上 的 一 个 由 下 式 定义 的 向 量 
场 G=a。 


Gly) = a (F(a (y))). 


4 上 的 一 个 标量 场 将 产生 BB 上 由 大 = ho or: 定义 的 标量 场 k = 5.h. 然而 映射 
,并 不 是 很 自然 的 , 因为 它 一 般 不 与 向 量 运算 中 的 梯度 、 旋 度 、 散 度 等 算 子 交换 ， 
也 不 能 与 $31 中 的 “平移 ” 算 子 as 及 p, 交换 (参看 习题 ). 


习 题 


1. 分 别 在 w 和 9 的 阶 数 为 零 时 和 9 的 阶 数 为 零 时 证 明定 理 32.1. 
2. 令 a: Ra 一 Rs 是 一 个 Cr 映射 , 直接 证 明 


dos Adas Adas = (det Da(1,3, 5))dri A dr2 A drs. 


3. 在 Re 中 , 令 
w= zydr + 2zdy — ydz. 
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令 a:R2 一 Rs 由 下 式 给 出 : 
a(w,v) = (uuu2,3u 二 u- 


直接 计算 ds aruar(d) 及 d(a*w). 

4. 证明 定理 32.2 的 (a) 款 等 价 于 公式 a*(dy,) = d(a*y), 其 中 : R" 一 R 是 R" 中 
的 第 i 个 投影 函数 

5. 证 明 下 列 计算 a*w 的 一 般 公式 : 

定理 令 4 是 R* 中 的 开 集 , a: 4 一 R" 是 一 个 C™ 映射 ; 用 z 表示 R* 的 一 般 点 而 
用 y 表示 R" 的 一 般 点 ; 车 了 = (ij,… , 记 ) 是 取 自 集合 {1,… ,n} 的 递增 ! 元 组 . 那么 

Bar 
or (dur) -和 


其 中 J = ( 族 ,… , 族 ) 是 取 自 集合 {1,… ,大 } 的 递增 ; 元 组 , 并 且 


Bar _ au ,ou) 
Bzy a(zn ,zn)” 


*6. 本 习题 说 明 $31 中 的 变换 a, 和 6， 一 般 不 能 正常 作用 于 由 微分 同 胚 a 诱导 的 映射 , 

令 a:4 一 日 是 R" 的 开 集 之 间 的 微分 同 胚 . 用 = 表示 4 的 一 般 点 , 而 用 y 表示 归 的 
一 般 点 . 车 F(z) = (z; f(z)) 是 4 上 的 一 个 向 量 场 , 令 G(y) = a.(F(a-!*(y))) 是 B 上 的 对 
应 向 最 场 

(a) 证 明 在 映射 ae” 之 下 ，1 形式 aiG 和 asF 一 般 并 不 对 应 . 特别 , 证明 对 所 有 已 
a"(a1G) = oaF 当 且 仅 当 对 于 每 个 =, Da(z) 是 正 交 和 矩阵 ，| 提 示 : a*(a1G) = aaF 等 价 
于 下 列 等 式 : 

Da(z) . Da(z): f(z) = f(z)] 

(b) 证 明 a*(B-1G) = Bn1F 对 所 有 下 成 立 当 且 仅 当 det Da = +1.|[ 提 示 : 证 明 等 式 
a"(Bn-1G) = Bn-1F 等 价 于 f(z) = (det Da(z)): f(z). ] 

{e) 车 是 4 上 的 一 个 标量 场 , 令 上 = hoa-! 是 BB 上 的 相应 标量 场 . 证 明 a,(Bnk) = Bnh 
对 所 有 hh 成 立 当 且 仅 当 det Da = +1. 

7. 利用 习题 6 证 明 : 如 果 a 是 R" 的 一 个 保持 定向 的 等 距 变 换 , 那么 向 量 场 和 标量 场 上 
的 算 子 a 与 梯度 算 子 和 散 度 算 子 交换 , 若 n = 3 时 , 还 能 与 旋 度 算 子 交换 . (与 831 的 习题 5 
相 比 较 ..) 
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在 上 一 章 我 们 已 经 看 到 如 何 将 Rs 中 的 标量 场 和 向 量 场 推广 为 R" 中 的 大 形 
式 , 以 及 如 何 把 梯度 、 旋 度 及 散 度 等 算 子 推广 成 微分 算 子 d. 现在 我 们 来 定义 大 形 
式 在 k 维 流 形 上 的 积分 . 这 个 概念 是 Rs 中 的 曲线 积分 和 曲面 积分 在 n 维 空间 R" 
中 的 推广 . 正如 Rs 中 经 典 的 Stokes 定理 和 散 度 定理 要 涉及 到 曲线 积分 和 曲面 积 
分 那样 , 这 些 定理 的 广义 形式 中 要 涉及 到 上 形式 在 维 流 形 上 的 积分 . 

在 这 里 我 们 要 回想 起 一 个 相关 的 约定 , 那 就 是 所 有 的 流 形 、 形式 、 向 量 场 及 标 
量 场 等 都 被 假定 是 C™ 的 . 


833， 贿 数 流 形 上 的 形式 的 积分 


在 第 五 章 我 们 曾经 定义 过 流 形 上 的 标量 函数 f 的 体积 分 . 在 这 里 我 们 遵循 类 
似 的 程序 来 定义 形式 在 维 流 形 上 的 积分 . 我 们 从 参数 化 的 流 形 开始 . 首先 来 
考虑 一 种 特殊 情况 . 

定义 令 4 是 Re 中 的 一 个 开 集 , 并且 是 在 4 上 定义 的 一 个 形式 . 那么 
7 可 被 唯一 地 写成 下 列 形式 


n= fdri NAdrk. 
假如 积分 /is 存在 , 则 将 9 在 4 上 的 积分 定义 为 


襄公 


这 个 定义 似乎 是 依赖 于 坐标 的 , 为 了 定义 人 用 标准 基本 1 形式 dz 表示 n， 
而 dz, 依赖 于 R* 的 标准 基 el,… ,ex 的 选取 . 然而 也 可 以 把 定义 表述 成 不 依赖 于 
坐标 的 形式 . 特别 地 , 如 果 a1,… ,ak 是 R* 的 任何 一 个 构成 右手 系 的 标准 正 交 基 。 


那么 证 明 
f= /res eao) 
"We 
是 一 个 基本 练习 题 . 因而 7 的 积分 不 依赖 于 Rx 的 基 的 选取 ,虽然 它 依赖 于 R+ 的 
定向 . 
现在 来 定义 一 个 上 形式 在 一 个 大 维 参 数 化 流 形 上 的 积分 . 
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定义 令 A 是 R* 中 的 一 个 开 集 且 a:4 一 R" 是 C™ 的 . 集合 Y = a(4) 
与 映射 a 一 起 构成 参数 化 流 形 已. 如 果 w 是 一 个 在 R" 的 包含 Y 的 开 集 上 定义 
的 大 形式 , 假若 积分 人 aro 存在 , 则 将 在 上 的 积分 定义 为 


Lhe 


因为 a? 和 人 是 线性 的 , 所 以 这 个 积分 也 是 线性 的 . 


现在 证 明 积 分 (不 计 符 号 在 内 ) 是 在 参数 表示 下 的 不 变量 . 

定理 33.1 令 g: 4 一 B 是 Rs 中 的 开 集 之 间 的 微分 同 胚 , 并 假设 det Dg 在 
A 上 不 改变 符号 . 令 8: B 一 R" 是 一 个 Ce 映射 , 记 Y = P(B). 令 a= 5og, 那 
么 :4 一 R" 且 Y =a(4). 如 果 口 是 在 了" 的 一 个 包含 Y 的 开 集 上 定义 的 大 形 
式 , 那么 w 在 Ya 上 是 可 积 的 当 且 仅 当 它 在 Y。 上 是 可 积 的 , 在 这 种 情况 下 ， 


其 中 符号 与 det Dg 的 符号 一 致 


图 33.1 
证 明 用 = 表示 4 的 一 般 点 ,用 y 表示 B 的 一 般 点 , 参看 图 33.1. 我 们 要 证 


明 
/=eh po, 
其 中 上 = 士 I 而 且 与 det Dg 的 符号 一 致 . 车 置 7 = B"w, 则 上 式 等 价 于 
/rejrv 
将 ?写成 了 = fdy 信 … 人 dyk, 那么 


9°n= (f 0g)g" (dy 人 和 de) 
= (f 09) det(Dg)dz1 和... Adzk. 
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(在 上 =n 的 情况 下 应 用 定理 32.2), 于 是 等 式 变 为 下 列 形式 


fonetpo=e ff 


从 变量 痊 换 定理 立即 可 知 这 个 等 式 成 立 , 因为 detDg = eldetDgl|. 

我 们 注意 到 , 如 果 4 是 连通 的 ( 即 4 不 能 写成 两 个 非 空 开 集 之 并 ), 那么 det Dg 
在 4 上 不 改变 符号 的 假设 自动 满足 , 因为 使 det Dg 为 正 的 点 的 集合 是 开 的 , 并 且 
使 det Dg 为 负 的 点 集 也 是 开 的 . 

其 实 该 积分 很 容易 计算 , 并 且 有 下 列 结 果 : 

定理 33.2 令 4 是 R* 中 的 开 集 并 且 a:4 一 R" 是 Ce 的 . 记 Y =a(A4). 
用 = 表示 4 的 一 般 点 , 用 z 表示 R" 的 一 般 点 . 如 果 


w= fdzl 
是 在 R" 的 一 个 包含 Y 的 开 集 上 定义 的 形式, 那么 


[hee 
证 明 ”应 用 定理 32.2, 则 有 
arw= (fo0)det 加 dr1 A A dzk. 


因而 定理 成 立 . 

大 形式 是 一 个 相当 抽象 的 概念 , 而 它 在 参数 流 形 上 的 积分 则 更 为 抽象 直面 
的 $36 中 我 们 将 讨论 k 形式 及 其 积分 的 几何 解释 , 而 这 种 几何 解释 将 给 出 一 些 有 
助 于 我 们 理解 的 直观 意义 . 

评注 “现在 我 们 可 以 使 一 元 各 积分 中 通用 的 记号 “dz” 变 得 有 意义 . 如 果 7 = 
fdz 是 在 实 直 线 R 的 一 个 开 区 间 4 = (a,5b) 上 定义 的 1 形式 , 那么 由 定义 


ff 
fre=fs 


其 中 等 式 左边 表示 一 个 形式 的 积分 , 而 右边 则 表示 一 个 函数 的 积分 ! 由 定义 , 它们 
相等 . 因而 微 积分 中 关于 单 积分 使 用 的 记号 “dz”, 一 旦 学 过 微分 形式 之 后 便 被 赋 
予 了 确切 的 意义 
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我 们 还 可 以 使 微 积分 中 用 来 表示 线 积分 的 记号 变 得 有 意义 . 给 定 在 R3 的 开 集 
A 上 定义 的 一 个 1 形式 Pdz + Qdy + Rdz, 并 且 给 定 一 条 参数 曲线 7 : (a,b) 一 A， 
由 上 面 的 定理 则 有 公式 


人 mm+od+ 本 = 人 [Poo 训 +ooo) 窒 +aog) 吕 | 


其 中 C 是 7 的 象 集 . 这 恰好 就 是 微 积分 中 所 给 出 的 求 曲线 积分 i Pdr+Qdy+ Rdz 
A 因而 当 学 过 微分 形式 之 后 就 可 使 微 积分 中 线 积分 的 记号 变 得 意义 更 加 明 


”然而 要 弄 清 在 微 积分 中 处 理 重 积 分 时 所 使 用 的 记号 “ dz dy” 的 意义 则 要 困难 
得 多 . 如 果 f 是 在 R? 的 开 集 4 上 定义 的 有 界 连续 函数 , 则 在 微 积 分 中 通常 用 下 
列 记号 表示 f 在 4 上 的 积分 : 


ff read 如 


在 这 里 , 符号 “dz dy” 没有 独立 意义 , 因为 我 们 对 1 形式 定义 的 唯一 积 运算 是 栅 积 . 
为 这 个 记号 提供 的 一 种 辩解 是 它 像 累 次 积分 的 记号 . 而 且 实际 上 , 如 果 4 是 矩形 
[a,4] x [c,d] 的 内 部 , 则 由 Fubini 定理 得 


大 [frewa] w= /1 


对 这 个 记号 的 另 一 种 辩解 是 它 类 似 于 2 形式 的 积分 而 且 由 定义 有 


J rrw= ff 


但 是 当 类 倒 > 和 y 的 角色 时 , 就 产生 了 困难 . 对 于 累 次 积分 有 


[lf rove 


而 对 于 2 次 形式 的 积分 则 有 
fdyAdr=— 人 六 


fh sew a 


时 应 遵循 什么 规则 呢 ? 无 论 作 哪 种 选择 , 都 可 能 发 生 混淆 ， 由 于 这 种 原因 , 我 们 将 
不 使 用 记号 “dz du”. 


那么 在 处 理 符号 
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然而 我 们 可 以 使 用 在 第 五 章 引进 的 记号 “dV” 而 不 致 于 产生 歧义 . 如 果 4 在 
R* 中 是 开 的 , 那么 可 以 把 4 看 作 是 由 恒 等 映 射 a: 4 一 4 参数 化 的 流 形 ! 于 是 


frv= fueavoe)= /is 
因为 D(a) 是 单位 矩阵 . 当然 这 里 使 用 的 符号 与 微分 算 子 d 没有 关系 . 
习 题 
1 令 4 = (0,1)*, 且 a :一 Ras 由 下 式 给 出 
away = (wo +). 

令 Y 是 a 的 象 集 . 求 2 形式 radrs 人 drs + zizadzi 人 drs 在 Ya 上 的 积分 值 

2. 令 4=(0,1)”, 且 a: 4 一 Rt 由 下 式 给 出 

als,t,u) = (s, wt, (2u — t)*). 
令 Y 是 a 的 象 集 . 计算 3 形式 
zl drl Adzs 人 dzs + 273 za dri A dra A dra 

在 Ya。 上 的 积分 . 

3. (a) 令 4 是 R? 中 的 开 单位 球 , 令 a : 4 一 Rs 由 下 式 给 出 

alwuy = (wv, oo). 
令 Y 是 a 的 象 集 . 求 下 列 形式 在 Y。 上 的 积分 : 
(MllelI™)(z1 dza Adzs — x2 dri A dra + x3 dri A dz2). 
人 b) 当 
auwu = (ww —[1—w — v2) 

时 , 重 作 (a). 。 

4 车 7 是 R* 中 的 一 个 大 形式 . 并 且 a1,… ,as 是 Re 的 一 个 基 . 那么 下 列 两 个 积分 之 
闻 是 什么 关系 ? 

fr 人 rciop (san) 

证 明 如 果 标 架 (a1,… ,ax) 是 规范 正 交 的 并 且 是 右手 系 , 那么 两 个 积分 相等 . 


834. 可 定向 流 形 


我 们 将 要 用 与 定义 流 形 上 的 标量 函数 的 积分 几乎 相同 的 方式 来 定义 大 形式 w 
在 k 维 流 形 M 上 的 积分 . 首先 考虑 w 的 支 集 在 单个 坐标 卡 a : U 一 Y 中 的 情况 . 
在 这 种 情况 下 , 我 们 定义 
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然而 这 个 积分 在 参数 变换 下 , 仅 当 不 计 符号 时 才 是 不 变 的 . 因此 为 了 使 积分 人 包 
完全 确定 就 需要 对 M 附加 条 件 . 这 个 条 件 就 是 本 节 将 要 讨论 的 可 定向 性 . 

定义 令 g:4 一 已 是 Re 中 的 开 集 之 间 的 微分 同 胚 . 如 果 在 4 上 det Dg > 0， 
则 称 9 是 保持 定向 的 ; 如 果 在 4 上 det Dg < 0, 则 称 9 是 逆反 定向 的 . 

这 个 定义 推广 了 $20 给 出 的 定义 . 实际 上 , 在 那里 g 是 与 一 个 由 等 式 g.(z;v) = 
(g(z); Dg(z) v) 给 出 的 切 空间 的 线性 变换 


9. :五 (R) 一 Ttz)(R9) 


相 联系 的 . 那么 g 是 保持 定向 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 =, 其 矩阵 为 Dg 的 R* 的 线性 
变换 在 上 面 规定 的 意义 下 是 保持 定向 的 . 

定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 k 维 流 形 . 给 定 M 上 的 坐标 卡 a :U,V (i= 
0,1), 如 果 Vo n Vi 是 非 空 的 , 则 称 它们 是 交友 的 ; 又 若 转移 函数 al : oao, 是 保持 定 
向 的 , 则 称 它们 是 正 交 又 的 如 果 可 由 每 一 对 都 是 正 交 蕉 的 坐标 卡 (如 果 它们 确实 
出 现 交 登 ) 所 覆盖 , 则 称 M 是 可 定向 的 ; 否则 称 M 为 不 可 定向 的 

定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 上 维 流 形 . 假设 M 是 可 定向 的 . 给 定 一 个 秘 盖 
M 的 正 交 和 登 坐标 卡 集 , 把 M 上 所 有 与 这 些 坐 标 卡 正 交大 的 其 他 坐标 卡 添加 到 这 个 
卡 集中 . 容易 看 出 这 个 扩展 集 族 中 的 坐标 卡 都 是 互相 正 交 和 登 的 . 我 们 把 这 个 扩展 集 
族 称 为 M 的 一 个 定向 . 流 形 M 连同 它 的 一 个 定向 一 起 称 为 一 个 定向 流 形 . 

这 种 论述 对 于 仅 为 离散 点 集 的 0 维 流 形 没有 意义 . 以 后 我 们 将 要 讨论 在 这 种 
情况 下 “定向 ”表示 什么 意思 . 

如 果 Y 是 一 个 上 维 向 量 空间 , 那么 V 也 是 一 个 人 维 流 形 ， 这样 以 来 对 于 了 
的 定向 就 有 两 种 不 同 的 说 法 . 在 $20 中 把 V 的 定向 定义 作 V 上 的 一 族 维 标 架 ， 
而 这 里 则 是 将 它 定义 作 V 上 的 一 族 坐标 卡 . 但 两 者 之 间 的 联系 很 容易 描述 . 在 820 
的 意义 下 给 定 V 的 一 个 定向 , 则 可 以 指定 V 在 当前 意义 下 的 一 个 定向 如 下 : 对 属 
于 VV 的 已 给 定向 的 每 一 标 架 (v1,… ,vi), 那么 使 得 a(e,) = w 对 每 个 i 成立 的 线 
性 同 构 a : R* 一 V 是 Y 上 的 一 个 坐标 卡 .并 且 可 以 验证 两 个 这 样 的 坐标 卡 是 正 
交 登 的 , 因而 所 有 这 种 指派 的 集合 就 是 V 在 当前 意义 下 的 一 个 定向 
一 、R" 中 的 1 维 、m 一 1 维 及 n 维 的 定向 流 形 

在 某 些 特定 的 维 数 下 , 定向 有 一 种 很 容易 描述 的 几何 解释 . 当 等 于 1,n 一 1 
或 n 时 就 会 出 现 这 种 情况 . 在 = 1 的 情况 下 , 可 以 用 切 向 量 场 表示 定向 , 我 们 现 
在 就 来 说 明 这 一 点 . 

定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 1 维 定向 流 形 . 在 M 上 定义 一 个 相应 的 单位 
切 向 量 场 如 下 : 给 定点 p < M, 在 M 上 选取 p 点 的 一 个 属于 给 定 定向 的 坐标 卡 
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a:U 一 V. 定义 
T(p) = (p; Da(to)/lIDa(to)l), 


其 中 如 是 使 得 a(to) = p 的 参数 值 . 则 将 T 称 为 对 应 于 M 的 定向 的 单位 切 向 量 
场 . 

注意 到 (p; Da(to)) 是 曲线 a 相应 于 参数 值 + = to 的 速度 向 量 . 那么 T(p) 就 
等 于 该 向 量 除 以 它 的 长 度 . 

现在 我 们 说 明 T 是 完全 确定 的 . 令 8 是 M 上 包含 p 点 的 另 一 个 属于 M 定 
向 的 坐标 卡 ; 令 p= B(t1) 并 且 9g = 8-!oa. 那么 g 是 to 的 一 个 邻 域 与 ti 的 一 个 
邻 域 之 间 的 微分 同 胚 , 并 且 有 


Dalto) = D(B 0 9)(to) = D6(b) Delto). 
现在 Dg(to) 是 个 1 x 1 矩阵 . 因为 g 是 保持 定向 的 , 所 以 Dg(to) > 0. 于 是 
Dalto)/l|Dalto))| = DB(t1)/I1DB(E). 


由 此 可 知 向 量 场 7 是 C™ 的 , 因为 =a-!(p) 是 p 的 Cw 函数 并 且 Dal(t) 是 t 
的 C™ 函数 . 

例 1 给 定 一 个 1 维 定向 流 形 M 及 其 相应 的 单位 切 向 量 场 7. 我 们 常常 用 在 
M 上 画 笛 头 的 办 法 来 表示 T 的 方向 . 因而 一 个 1 维 定向 流 形 就 产生 一 条 微 积分 中 
所 说 的 有 向 曲线 , 参看 图 34.1. 


AR ) 


2 
图 34.1 


如 果 M 有 非 空 的 边界 则 会 产生 困难 . 在 图 34.2 中 表明 了 问题 所 在 , 其 中 9M 
由 两 点 p 和 9 组 成 . 如 果 a : UV 是 包含 M 的 边界 点 p 的 一 个 坐标 卡 , 那么 
U 是 吾 : 中 的 开 集 就 意味 着 相应 的 单位 切 向 量 T(p) 必然 从 p 指向 M 内 . 类 似 地 ， 
T(q) 从 q 指向 M 内 . 在 所 指出 的 1 维 流 形 上 无 法 定义 M 上 的 一 个 单位 切 向 量 
场 使 它 在 p 点 和 g 点 均 指向 M 内 . 因而 M 应 是 不 可 定向 的 . 无 疑 这 是 一 种 反常 
情况 . 


Tp) 
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0 a 
图 34.2 
如 果 人 允许 坐标 卡 的 定义 域 是 Ri, Hi 或 左 半 直线 L! = {zjz < 0} 中 的 开 集 , 那 


么 问题 就 不 会 出 现 . 有 了 这 个 附加 的 自由 度 , 就 容易 用 正 交 肥 的 坐标 卡 来 禾 盖 上 例 
中 的 流 形 . 图 34.3 中 表示 出 了 三 个 这 样 的 坐标 卡 . 


图 343 


鉴于 上 面 的 例子 , 今后 特 作 如 下 约定 . 

约定 ”在 M 是 一 维 流 形 的 情况 下 , 将 允许 M 上 的 坐标 卡 的 定义 域 是 RL, HI 
或 工 中 的 开 集 . 

在 附加 了 这 个 额外 自由 度 的 情况 下 , 每 个 1 维 流 形 都 是 可 定向 的 . 对 于 这 个 事 
实 我 们 将 不 予 证 明 . 

现在 我 们 来 考虑 M 是 R" 中 的 n - 1 维 流 形 的 情况 . 在 该 情况 下 , 可 以 用 M 
的 单位 法 向 量 场 来 表示 M 的 定向 . 

定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 n-1 维 流 形 . 若 pe M, 令 (p,n) 是 n 维 向 量 
空间 万 (R") 中 的 一 个 垂直 于 n 一 1 维 线性 子 空间 万 (M) 的 单位 向 量 . 那么 不 计 
符号 , n 是 唯一 确定 的 . 给 定 M 的 一 个 定向 , 在 M 上 选取 包含 p 点 的 一 个 属于 该 
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定向 的 坐标 卡 , 令 a(z) = p. 那么 矩阵 Da(z) 的 各 列 舌 构成 M 在 点 的 切 空 
间 的 一 个 基 
(p; Oa/B71),.… (paa/arn-) 


我 们 通过 要 求 标 架 
(n, da/Oz1,.… ,Oa/0rn-1) 


为 右手 系 , 即 矩阵 [In Da(z)] 的 行列 式 值 为 正 来 指派 n 的 符号 . 在 后 面 的 一 节 中 
我 们 将 证 明 n 是 完全 确定 的 , 并 不 依赖 于 a 的 选取 , 而 且 所 得 到 的 函数 n(p) 是 
Ce 的 . 向 量 场 N(p) = (p;n(p)) 称 作 M 相应 于 其 定向 的 单位 法 向 量 场 . 

例 2 ”现在 给 出 一 个 不 可 定向 的 流 形 的 例子 . 在 图 34.4 中 所 面 出 的 Rs 中 的 
2 维 流 形 没有 连续 的 单位 法 向 量 场 . 你 可 使 自己 相信 这 个 事实 ,该 流行 称 为 Mibius 


带 . 
图 344 


例 3 不 可 定向 2 维 流 形 的 另 一 个 例子 是 Klein 瓶 . 在 Ra 中 它 可 以 画 成 图 
34.5 所 示 的 自 相交 曲面 . 我 们 可 以 像 图 34.5 中 所 表示 的 那样 把 K 看 作 是 通过 移动 
圆周 扫描 出 的 曲面 . 在 R* 中 可 以 将 K 表示 成 一 个 不 自 交 的 2 维 流 形 如 下 : 令 圆 
从 Co 的 位 置 开始 , 依次 移动 到 Ci, Co 等 等 从 位 于 Rs 的 子 空间 Ra x 0 中 的 图 
开始 , 当 它 从 Co 移 到 C 等 位 置 时 , 让 它 保留 在 R3 x 0 中 , 然而 当 圆 趋 于 临界 位 
置 时 , 也 就 是 当 它 将 要 与 已 产生 的 曲面 部 分 相交 时 , 让 它 逐 渐 上 升 到 Ra x HI 中 ， 
直到 越过 临界 位 置 . 然后 慢 慢 下 降 , 回 到 Ra x 0 中 并 且 沿 其 路 线 继续 下 去 ! 
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为 了 看 出 K 是 不 可 定向 的 , 只 需 注意 到 K 包含 一 个 M5bius 带 的 拷贝 , 参看 
图 34.6. 车 K 是 可 定向 的 , 那么 M 就 应 该 是 可 定向 的 ( 取 M 上 与 属于 K 的 定向 
的 坐标 卡 正 交 知 的 所 有 坐标 卡 )- 

最 后 来 考虑 R" 中 的 n 维 流 形 的 情况 . 在 此 情况 下 , M 不 仅 是 可 定向 的 , 而 且 
它 实际 上 有 一 个 “自然 的 ”定向 . 

定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 n 维 流 形 . 车 a:U 一 V 是 M 上 的 一 个 坐标 卡 ， 
那么 Da 是 一 个 nxn 算 阵 . 定义 M 上 的 自然 定向 是 由 M 上 所 有 使 得 det Da > 0 
的 坐标 卡 组 成 的 . 容易 看 出 两 个 这 样 的 坐标 卡 是 正 交 生 的 . 

我 们 必须 证 明 M 可 由 这 样 的 坐标 卡 覆 盖 . 给 定 pe M, 令 a : U 一 V 是 包含 
Pp 点 的 坐标 卡 . 现在 U 是 R" 中 或 H" 中 的 开 集 : 必要 时 通过 收缩 U, 则 可 以 假设 
U 为 < 开 球 或 者 是 。 开 球 与 H" 的 交 . 无 论 在 哪 种 情况 下 , U 都 是 连通 的 , 因而 在 
整个 UU 上, det Da 要 么 是 正 的 , 要 么 是 负 的 . 若 为 前 者 , 则 a 就 是 我 们 所 要 求 的 包 
会 p 点 的 坐标 卡 ; 若 为 后 者 , 则 aor 便 是 我 们 所 期 望 的 包含 p 点 的 坐标 卡 , 其 中 
r: Rn 一 R" 是 映射 


T(z1, za ,Tn) = (一 zz2，… Ln). 
二 、 流 形 的 相反 定向 
令 r: Rn 一 Rn 是 反射 映射 
T(z1 72,°* ,Tn) = (一 zz2， Zn). 


它 是 其 自身 的 逆 . 当 大 > 1 时 , 映射 r 将 H* 映射 到 Ht, 而 k = 1 时 它 将 HI 映射 
为 左 半 直线 LI. 

定义 令 M 是 Rm 中 的 一 个 上 维 定向 流 形 . 如 果 mi :以 一 VV 是 M 上 的 属 
于 M 定向 的 坐标 卡 , 而 令 4, 是 坐标 卡 


导 =aorir(0 一 由 
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那么 B; 负 交 和 登 于 a. 因而 它 不 属于 M 的 定向 . 然而 可 以 验证 各 坐标 卡 8, 是 互相 
正 交 双 的 , 因而 它们 构成 M 的 一 个 定向 , 并 且 称 之 为 由 坐标 卡 a 确定 的 定向 的 逆 
定向 或 相反 定向 . 

由 此 可 知 , 每 个 维 流 形 至 少 有 两 个 定向 一 一 给 定 的 定向 及 其 相反 的 定向 . 
如 果 M 是 连通 的 , 那么 它 只 有 两 个 定向 (参看 习题 ). 否则 它 有 两 个 以 上 的 定向 . 例 
如 图 34.7 中 所 画 出 的 1 维 流 形 有 如 图 所 示 的 四 种 定向 . 
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我 们 注意 到 , 如 果 M 是 1 维 定 向 流 形 并 带 有 相应 的 切 向 量 场 , 那么 反 转 M 的 
定向 将 导致 以 -7T 代替 T. 因为 车 a : U 一 V 是 一 个 属于 M 的 定向 的 坐标 卡 , 则 
Qor 属于 相反 定向 . 因为 (aor)(t) = a(-t), 所 以 dlaorj/dt = -da/dt. 

类 似 地 , 若 M 是 Rn 中 的 -1 维 定向 流 形 并 且 带 有 相应 的 法 向 量 场 , 那么 
反 转 M 的 定向 则 导致 以 -NN 代替 N. 因为 车 a:U 一 V 属于 M 的 定向 , 则 aor 
属于 相反 定向 . 于 是 

Maor)__ba alaor) _ aa 


5 > 
而 且 , 两 个 标 架 
Oa sa Oa Ba dc Oa 
(Ce 


之 中 的 一 个 是 右手 系 , 当 且 仅 当 另 一 个 也 是 右手 系 . 因而 如 果 n 对 应 于 坐标 卡 a， 
那么 -nm 则 对 应 于 坐标 卡 or. 
三 、6M 的 诱导 定向 

定理 34.1 令 上 > 1. 如 果 M 是 一 个 带 非 空 边界 的 人 维 可 定向 流 形 , 那么 
8M 是 可 定向 的 

证 明令 pe BM, 而 a:U 一 V 是 一 个 包含 点 的 坐标 卡 . 那么 在 9M 上 
有 一 个 相应 的 坐标 卡 ao, 它 是 通过 限制 a 而 得 到 的 (参看 $24) 正式 叙述 是 , 若 将 
b:R*-1 一 R* 定义 为 


Bra yx) = (1 ,Tk10), 


那么 ao = aob. 
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我 们 来 证 明 如 果 a 和 有 是 两 个 包含 p 点 且 正 交 登 的 坐标 卡 , 那么 它们 的 限制 
ao 和 fo 也 是 包含 p 点 并 且 正 交 又 的 . 令 9 : Wo 一 Wi 是 转移 函数 9 = 8-1 oa 
其 中 Wo 和 Wi 是 H* 中 的 开 集 . 那么 det Dg > 0, 参看 图 34.8. 


图 348 
于 是 如 果 = e 9H*, 那么 g 在 z 点 的 导数 矩阵 Dg 的 最 后 一 行 是 
Dee = 0…0 Ogx/Ozx], 

其 中 8gk/Bzk > 0. 因为 如 果 在 z 点 对 于 变量 zi,… ,zk-1 中 的 任何 一 个 被 赋 与 一 
个 增 量 时 , gk 的 值 都 不 改变 ; 而 当 对 变量 zk 赋 与 一 个 正 的 增 最 时 , ex 的 将 增加 .由 
此 可 知 , 当 j < 大 时 8gk/8ri 为 零 , 而 当 j =k 时, 8gk/Bzx 是 非 负 的 . 

因为 det Dg # 0, 由 此 可 知 , 在 9H* 的 每 一 点 z 处 gk/6z > 0， 其 次 因为 
det Dg > 0, 那么 由 此 可 知 


但 这 个 矩阵 恰好 是 9M 上 的 坐标 卡 ao 和 6o 的 转移 函数 的 导数 . 

上 述 定理 的 证 明说 明 , 给 定 M 的 一 个 定向 , 只 需 取 属于 MM 定向 的 旦 标 卡 的 限 
制 即 可 得 到 8M 的 一 个 定向 . 然而 这 种 定向 并 不 总 是 我 们 想 要 的 定向 . 于 是 我 们 给 
出 下 列 定义 . 

定义 ” 令 M 是 带 有 非 空 边 界 的 维 可 定向 流 形 . 给 定 M 的 一 个 定向 , 那么 
8M 的 相应 诱导 定向 可 定义 如 下 : 如 果 是 偶数 , 那么 诱导 定向 就 是 简单 限制 属于 
M 定向 的 坐标 卡 而 得 到 的 定向 ; 若 上 为 奇数 , 那么 诱导 定向 是 用 这 种 办 法 所 得 9M 
的 定向 的 相反 定向 . 

例 4 2 维 球面 $ 和 环 面 7 都 是 可 定向 的 2 维 流 形 , 因为 它们 都 是 R3 中 某 
个 3 维 可 定向 流 形 的 边界 . 一 般 , 如 果 M 是 Rs 中 一 个 自然 定向 的 3 维 流 形 , 那 
么 关于 8M 的 诱导 定向 我 们 知道 些 什么 昵 ? 原来 , 9M 上 从 3 维 流 形 指向 外 侧 的 单 
位 法 向 量 场 就 是 3M 的 定向 . 在 这 里 我 们 给 出 一 个 非 正式 的 论证 用 以 说 明 这 种 说 
法 是 合理 的 , 而 正式 证 明 留待 后 面 某 节 中 进行 . 

给 定 M, 令 a:U 一 V 是 M 上 属于 M 的 自然 定向 且 包含 3M 的 点 p 的 一 
个 坐标 卡 . 那么 映射 

(aod)(z) =a(z1, 72,0) 
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给 出 9M 上 的 包含 p 点 的 限制 坐标 卡 ， 因 为 dim M = 3 为 奇数 ,所 以 0M 的 放 
导 定 向 与 通过 限制 M 上 的 举 标 卡 所 得 到 的 定向 是 相反 的 . 因而 与 M 的 诱导 定向 
相应 的 9M 的 法 向 量 场 N = (pim) 满足 标 架 (-n,6a/9zi,6a/6z2) 是 右手 系 的 条 
件 . 

另 一 方面 , 因为 i 所 以 det Da > 0. 由 此 可 知 (各 大 pea) 
为 右手 系 .因而 -n 和 如 位 于 M 在 p 点 的 切 平面 的 同一 便 . 因为 将 指向 M 
的 内 部 , 所 以 向 量 n 指向 M 的 外 面 ,参看 图 34.9. 


图 34.9 


例 5 令 M 是 Rs 中 的 一 个 带 非 空 边 界 的 2 维 流 形 . 如 果 M 是 定向 的 , 我 
们 来 给 出 9M 的 诱导 定向 , 令 N 是 M 上 与 M 的 定向 相应 的 单位 法 向 量 场 ; 令 
是 与 9M 的 诱导 定向 相应 的 8M 的 单位 切 向 量 场 . 那么 N 与 T 之 间 的 关系 如 何 ? 

对 此 我 们 作出 如 下 的 断言 : 对 于 每 一 点 pe 8M, 给 出 N 和 了 7. 令 W(p) 是 垂 
直 于 N(p) 和 T(p) 的 单位 向 量 , 并 且 选 取 W(p) 使 得 (N(p),T(p),W(p)) 成 为 右 
手 系 . 那么 W(p) 在 p 点 切 于 M 并 且 从 8M 指向 M 内 . 

(在 微 积 分 学 的 Stokes 定理 中 通常 将 它们 的 关系 描述 为 :“N 和 了 的 关系 是 这 
样 的 , 当 你 按 T 所 指 的 方向 沿 9M 行走 并 且 使 你 的 头 朝向 N 的 指向 时 , 流 形 M 始 
终 在 你 的 左边 .” 而 我 们 在 这 里 的 表述 方式 比 微 积 中 的 描述 更 准确 . 参看 图 34.10.) 

为 了 验证 上 述 论断 , 令 a : U 一 V 是 M 上 的 一 个 包含 8M 的 p 点 的 坐标 卡 ， 
并 且 属 于 过 请 那么 坐标 卡 aob 属于 8M 的 定向 (注意 到 dim M = 2 是 偶 
数 ). 向 量 包 之 表示 参数 曲线 wob 的 速度 向 量 , 因此 由 定义 , 它 的 指向 与 单位 切 向 
量 了 相同， 

另 一 方面 , 向 量 中 是 以 9M 的 点 p 为 起 点 并 且 当 参数 t 和 M 


夫 的 雪线 的 这 度 和 因而 由 定义 , 它 从 p 点 指向 M 内 . 现在 人 这 未必 秋 直 
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于 M. 但 是 可 以 选取 一 个 \ 值 使 得 向 量 w = 器 +2 恕 -垂直 于 侣 ， 从 而 垂直 
于 了 此 时 w 也 将 指向 M 内 , 置 W(p) = Gal) 


加 


图 34.10 
最 后 ,由 定义 向 量 NUp) = (p; 是 在 点 的 法 向 最 并 且 全 得 标 加 (m， 
中 ) 右手 系 .由 直接 计算 得 
js 


oa 器 器 |- 关中 . 
由 此 可 知 标 架 (NN, T, W) 为 右手 系 . 
习 题 


1 令 M 是 R" 中 的 一 个 n 维 流 形 ， 令 m 有 是 M 上 的 学 标 卡 并 且 使 得 det Da > 
0,det DB > 0. 证 明 如 果 a 和 有 确实 相交 , 那么 它们 是 正 交 又 的 . 

2. 令 M 是 R" 中 的 一 个 大 维 流 形 , 而 且 a 8 是 M 上 的 坐标 卡 . 证 明 如 果 a 和 是 正 
交 又 的, 那么 or 和 Bor 也 是 正 交 又 的 . 

3. 令 M 是 R? 中 的 一 个 与 单位 切 向 量 场 T 相应 的 1 维 定向 流 形 . 试 描述 与 M 的 定向 
相应 的 单位 法 向 量 场 . 

4. 令 C 是 Rs 中 由 下 式 给 出 的 柱 面 : 


C={lzgalz+ 咏 


a 
”51 


,0< z < 1). 
通过 申明 由 
alu,v) = (cos2ru, sin 2ru, v) 


给 出 的 坐标 卡 a : (0,1)? 一 C 属于 C 的 定向 而 将 C 定向 . 参看 图 34.11. 试 描述 与 C 的 这 个 
定向 相应 的 单位 法 向 量 场 ,并 且 描述 相应 于 5C 的 诱导 定向 的 单位 切 向 量 场 . 
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图 34.11 


5. 令 M 是 在 图 34.12 中 所 画 出 的 R? 中 自然 定向 的 2 维 流 形 . 9M 的 诱导 定向 对 应 于 
一 个 单位 切 向 量 场 , 试 描述 该 向 量 场 . 9M 的 诱导 定向 还 对 应 于 一 个 单位 法 向 量 场 , 试 描述 之 . 


6. 证 明 : 如 果 M 是 R" 中 的 一 个 可 定向 的 连通 上 维 流 形 , 那么 M 恰 有 两 个 定向 如 下 
逻 取 M 的 一 个 定向 , 它 是 由 一 族 坐标 卡 {a,} 组 成 的 . 令 {B} 是 M 的 任意 一 个 定向 . 给 定 
z E M, 选取 包含 = 的 举 标 卡 a, 和 局 ,并 且 当 它们 在 z 点 正 交 台 时 定义 A(z) = 1, 而且 它 
们 在 = 点 负 交 各 时 定义 和 (z) = 一 1. 

(a) 证 明 A(z) 是 完全 确定 的 而 不 依赖 于 oa, 和 及 的 选取 . 

(b) 证 明 和 是 连续 的 . 

(c) 证 明 和 为 常数 . 

(d) 证 明 当 入 恒 等 于 -1 时 , {局 } 给 出 与 {a,} 相反 的 定向 , 而 当 和 恒 等 于 1 时 则 给 出 相 
同 的 定向 

7. 令 M 是 Ra 中 由 满足 1 < ||z|| < 2 的 所 有 z 组 成 的 3 维 流 形 . 将 M 自然 定向 . 试 
措 述 与 0M 的 诱导 定向 相应 的 单位 法 向 最 场 . 

8. 令 B" = B"(1) 是 R 中 的 单位 球 并 且 赋 与 了 自然 定向 . 令 5"-! = 9B" 带 有 诱导 的 
定向 . 那么 由 等 式 

al) = (wl1 ~ llullPP) 
给 出 的 坐标 卡 a: Int B"-! 一 5"! 属于 5"! 的 定向 吗 ? 向 坐标 卡 
Ba) = (uw, —[1 ~ lll ?) 


是 否 属于 该 定向 ? 
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835. 定向 流 形 上 形式 的 积分 


现在 我 们 来 定义 一 个 形式 w 在 维 定向 流 形 上 的 积分 . 这 种 积分 的 程序 非 
常 类 似 于 825 中 一 个 标量 函数 在 流 形 上 的 积分 过 程 . 因此 我 们 将 略 去 某 些 细节 . 

首先 考虑 w 的 支 集 能 由 单个 坐标 卡 覆 盖 的 情况 . 

定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 定向 的 k 维 紧 流 形 . 令 w 是 在 R" 的 一 个 包含 
M 的 开 集 上 定义 的 大 形式 . 令 C = Mn(supp w), 那么 C 是 紧 的 . 假设 在 M 上 有 
一 个 属于 M 定向 的 坐标 卡 a : U 一 Y 使 得 C Cc V. 必要 时 通过 用 较 小 的 开 集 代 
兰 U, 那么 可 以 假设 U 是 有 界 的 . 我 们 把 w 在 M 上 的 积分 定义 为 


人 -ec 
站 


其 中 当 U 是 R* 中 的 开 集 时 , IntU = U, 而 当 U 是 H* 中 的 开 集 但 不 是 R* 中 的 
开 集 时 , IntU = UN Ht. 

首先 我 们 注意 到 这 个 积分 作为 常 义 积分 存在 , 因而 作为 广义 积分 是 存在 的 . 因 
为 a 能 够 扩张 成 在 R* 的 一 个 开 集 U' 上 的 定义 的 Cx 映射 , a*w 能 够 扩张 成 U7 
上 的 一 个 Ce 形式 . 并 且 该 形式 可 以 写成 hdzi 入 … 和 dzk, 其 中 是 Ur 上 的 一 个 
C™ 标量 函数 . 因而 由 定义 . 


函数 h 在 U 上 是 连续 的 而 且 在 紧 集 a-!(C) 之 外 为 零 , 从 而 h 在 U 上 是 有 界 的 . 
如 果 U 是 R* 中 的 开 集 , 那么 h 在 BdU 的 每 一 点 附近 为 零 ; 如 果 U 不 是 R* 中 的 
开 集 , 那么 h 在 BdU 的 不 在 8H* 中 的 每 一 点 附近 为 零 (而 这 些 点 构成 R* 中 的 一 
个 零 测度 集 ). 无 论 在 哪 种 情况 下 , h 在 U 上 都 是 可 积 的 , 从 而 在 IntU 上 可 积 , 参 
看 图 35.1. 
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其 次 我 们 注意 到 积分 人 ww 是 完全 确定 的 而 不 依赖 于 坐标 卡 a 的 选取 . 其 证 
明 完 全 类 似 于 引 理 25.1 的 证 明 . 这 里 要 用 到 转移 函数 保持 定向 的 附加 条 件 . 因而 
定理 33.1 所 给 出 的 公式 中 的 符号 为 “ 正 号 ”. 

第 三 , 我 们 指出 这 个 积分 是 线性 的 . 更 确切 地 说 , 如 果 w 和 7 的 支 集 与 M 的 
交 能 被 属于 M 定向 的 单个 坐标 卡 a: U 一 V 所 覆盖 , 那么 


ftm=af ro fn 


这 一 结果 可 从 a* 和 均 为 线性 的 事实 立即 得 出 . 
人 
最 后 我 们 注意 到 , 若 以 -M 表示 流 形 M 带 有 相反 的 定向 , 那么 


/=--/“… 
—M me 
这 个 结果 从 定理 33.1 得 出 . 

为 了 一 般 地 定义 人 则 要 用 到 单位 分 解 . 

定义 ” 令 M 是 R" 中 的 一 个 定向 的 上 维 紧 流 形 , 而 w 是 在 R" 的 一 个 包含 
AM 的 开 集 上 定义 的 上 形式 . 用 属于 M 定向 的 坐标 卡 禾 盖 M, 则 可 在 M 上 选取 一 
个 单位 分 解 四， ,Ge, 并 且 它 是 从 属于 M 上 的 这 族 坐标 卡 的 , 参看 引 理 35.2. 我 
们 把 w 在 M 上 的 积分 定义 为 


. 
大 “2 [ 人 so] 
当 w 的 支 集 可 由 单个 坐标 卡 覆 盖 时 这 个 定义 与 先前 的 定义 一 致 的 事实 可 以 从 
前 面积 分 的 线性 性 质 和 


4 
w(z) = > 和 (z) w(z) 


=! 


对 每 个 = < M 成 立 的 事实 得 出 . 积分 不 依赖 于 单位 分 解 的 选取 这 一 事实 可 以 用 对 
积分 J fav 使 用 过 的 论证 方法 得 出 . 下 列 定理 也 可 直接 得 出 . 

定理 35.1 令 M 是 R" 中 的 一 个 定向 的 上 维 紧 流 形 , 而 和 是 在 R" 的 
一 个 包含 M 的 开 集 上 定义 的 上 形式 . 那么 


tm=ef +o 


如 果 -M 表示 M 带 有 相反 的 定向 , 那么 


/人 =- 人 Oo 
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积分 的 这 种 定义 对 于 理论 研究 来 说 是 适宜 的 ,但 并 不 适合 于 计算 . 像 在 积分 
faV 的 情况 那样 求 积分 /的 实际 作法 这 是 将 M 分 片 分 别 在 各 片上 积分 ， 
钴 后 再 把 结果 相 加 . 我 们 把 这 和 作法 正式 令 术 为 一 个 定理 . 

* 定理 35.2 令 M 是 R 中 的 一 个 定向 的 上 维 紧 流 形 , 而 是 在 R" 的 一 个 
包含 M 的 开 集 上 定义 的 上 形式 . 假设 m : 4, 一 M.(i= 1,… ,NN) 是 M 上 的 属于 
AM 定向 的 从 标 卡 并 且 使 得 4 是 R* 中 的 开 集 , 而 且 M 是 它 的 开 子 集 MG ,Mw 
和 M 中 的 一 个 零 测度 集 K 的 不 交 并 . 那么 


hE 


证 明 ”证 明 儿 乎 是 定理 25.4 的 证 明 的 拷贝 ， 另 外 它 也 可 以 从 定理 25.4 和 定 

理 36.2 得 出 , 其 细节 留 给 读者 . 口 
习 题 

1. 令 M 是 R" 中 的 一 个 定向 的 上 维 紧 流 形 , 而 w 是 在 R" 的 一 个 包含 M 的 开 集 上 定 
义 的 上 形式 . 

(a) 证 明 在 集合 C = M n (supp w) 能 被 单个 举 标 卡 覆 益 的 情况 下 , 积分 / 必 是 完全 确 

Ma 

定 的 . 

(b) 证 明 积分 人 一般 是 完全 确定 的 , 不 依 束 于 单位 分 解 的 选取 . 


2. 证 明定 理 35.2. 
3. 令 5"! 是 R" 中 的 单位 球面 , 将 它 定向 并 且 使 得 由 


afu = (wu 人 L 一 人 站 ”2) 
给 出 的 从 标 卡 a: 4 一 S"-: 属于 该 定向 , 其 中 A = Int B"-!. 令 是 下 列 n 一 1 形式 
n= tf A “AA A drn 
气 


其 中 f(z) = zs/llzlIm. 形式 在 R" - 9 上 有 定义 . 证 明 


人 nz 


如 下 : 
(a) 令 P: R 一 R" 由 下 式 给 出 : 


(zi Fn-lzn) = (zzn-1 一 Zn)- 


令 8=poa. 证 明 有 :4 一 3" :属于 S" :的 相反 定向 . [提示 : 映射 p : B" 一 B" 是 保持 
定向 的 . ] 
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(b) 证 明 pr = -arm 并 且 断 定 
人 


(e) 证 明 
Jen=#f VI #0. 
有 A 


*836. 形式 和 积分 的 几何 解释 


一 个 上 次 形式 在 上 维 定向 流 形 上 的 积分 的 概念 看 起 来 是 很 抽象 的 ， 那 么 能 否 
赋予 它 直观 的 意义 呢 ? 在 这 里 我 们 将 讨论 如 何 把 它 与 流 形 上 标量 函数 的 积分 联系 
起 来 . 而 后 者 是 一 个 更 接近 于 几何 直观 的 概念 . 

首先 来 探讨 R" 中 的 交错 张 量 与 R™ 中 的 体积 函数 之 问 的 关系 . 

定理 36.1 邻 W 是 Rn 的 一 个 上 维 线性 子 空间 , (a1,… ,ak) 是 W 的 一 个 
大 维 规范 正 交 标 架 , 而 f 是 W 上 的 一 个 上 阶 交错 张 量 . 如 果 (z1,… ,zk) 是 W 中 
的 任意 一 个 大 元 组 , 那么 


(ma ,24) = EV (PL ,ER)f (a1 ak), 


其 中 上 = 士 ]. 如 果 各 z, 是 线性 无 关 的 , 那么 当 两 个 标 架 (z1,… ,zk) 和 (a1,… ,ak) 
属于 W 的 同一 定向 时 e = +1, 否则 < = 一 1. 

如 果 各 z, 是 线性 相关 的 , 那么 由 定理 21.3, V(z1,… ,zk) = 0, 于 是 < 的 值 是 
无 关 紧要 的 . 

证 明 ”第 一 步 . 若 W = R*, 那么 定理 成 立 . 在 此 情况 下 , k 阶 张 量 / 是 行列 
式 函数 的 倍数 . 因而 有 一 个 标量 c 使 得 对 R* 中 的 所 有 元 组 (z1,… ,zk) ,有 


fe ,4) = cdetlz1 zk. 
如 果 各 z, 是 线性 相关 的 , 则 由 此 可 知 f 为 零 . 于 是 定理 平凡 地 成 立 . 否则 就 有 
Ja， ,Tk) = cdetle1 Zk] = ceiV(z， ,zh), 


其 中 当 (ci … ,zt) 为 右手 系 时 ,ef 二 +1; 否则 1 二 -1 类 似 地 
f(a 
其 中 当 (a1,… ,ah) 为 右手 系 时 , cz = +1; 否则 52 = -1. 由 此 可 得 
fon 0) = (HE) Ve san) fon sn), 


e2 
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其 中 若 (z1,… ,zk) 和 (a1,… ,at) 属于 R* 的 同一 定向 , 则 e1/e2 = +1; 否则 


第 二 步 . 证 明定 理 普遍 成 立 . 给 定 W, 选取 一 个 将 W 映射 到 R* x 0 上 的 正 交 
变换 hh: Rn 一 R". 令 上 : R* x 0 一 W 为 其 逆 映 射 . 因为 1 是 W 上 的 交错 张 量 ， 
所 以 它 被 映射 成 R* x 0 上 的 一 个 交错 张 量 上 "六 因为 (h(z1),… ,h(zx)) 是 R*x0 
中 的 大 元 组 , 且 (h(a1),… ,h(ax)) 是 R* x 0 中 的 规范 正 交 上 元 组 , 故 由 第 一 步 ， 
有 


(k°f)(h(z1),*** ,h(2k)) = eV(h(z1),.** , h(zn))(k* f)(h(a1), hat))， 


其 中 。 = 土 1. 因为 V 是 经 正 交 变换 不 变 的 , 因而 如 所 期 望 的 那样 可 将 这 个 等 式 写 
成 
fei ,Ek) 一 <V(z ,TR) f(a, ,ak). 
现在 假设 各 =, 是 线性 无 关 的 , 那么 各 h(z,) 是 线性 无 关 的 , 而 且 由 第 一 步 , 当 且 仅 
当 (h(zi)，… ,h(zk)) 和 (h(a1),… ,h(ax)) 属于 R*x0 的 同一 定向 时 才 有 = = +1 . 
由 定义 , 当 且 仅 当 (z1,… ,zx) 和 (a1,… ,ak) 属于 W 的 同一 定向 时 这 种 情况 才 
能 发 生 . 口 
注意 到 从 这 个 定理 可 知 , 若 (a1,… ,ak) 和 (b1,… ,bx) 是 W 中 的 两 个 规范 正 
交 标 架 , 那么 
Ja ,ax) = +f(b1,.. ,br), 

其 中 的 符号 依赖 于 两 个 标 架 是 否 属于 W 的 同一 定向 . 

定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 上 维 流 形 并 且 pe M. 如 果 M 是 定向 的 , 那么 
MM 在 p 点 的 切 空间 有 一 个 自然 的 诱导 定向 , 定义 如 下 : 选取 一 个 属于 M 定向 且 包 
会 p 点 的 举 标 卡 a:U 一 V. 令 a(z) =p. 五 (M) 中 所 有 形 如 


(aeiaa)… ao(ziah) 


的 k 维 标 架 的 集合 (其 中 (ai,… ,ax) 是 R* 中 的 右手 标 架 ) 称 为 由 M 的 定向 诱 
导 的 万 (M) 的 自然 定向 . 容易 证 明 它 是 完全 确定 的 , 不 依赖 于 a 的 选取 . 

定理 36.2 ” 令 M 是 R" 中 的 一 个 定向 的 上 维 紧 流 形 , 而 w 是 在 Rn 的 一 个 
包含 M 的 开 集 上 定义 的 大 形式 . 令 入 是 M 上 由 下 式 定义 的 标量 函数 : 


Ap) = wp)((p; 1),… , (p; an), 


其 中 ((p; a1),… , (p;ax)) 是 线性 空间 万 (M) 中 属于 其 自然 定向 的 任何 规范 正 交 
标 架 . 那么 和 是 连续 的 并 且 有 


/= 人 ar 
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证 明 ”由 线性 性 质 , 只 需 考虑 ”的 支 集 能 被 属于 M 定向 的 单个 坐标 卡 a : 
U 一 V 所 覆盖 的 情况 即 可 . 对 于 某 个 标量 函数 h, 则 有 


arw= hdri A Adzrk. 
令 a(z) =p. 利用 定理 36.1 对 h(z) 作 计 算 如 下 : 


he) = (ero) Go) (cieD , (eien) 
= (ee) (ou(eie0 ,msen)) 
= (p) (pe) p: 
=+V (Da(z)) Mp), 


其 中 符号 为 “ 正 号 ”是 因为 由 定义 , 标 架 


(CC: 总 )… 区 益 ) 


属于 万 (M) 的 自然 定向 , 而 V(Da) 夫 0 是 因为 Da 的 秩 为 . 那么 由 于 z = a-!1(p) 
是 p 的 连续 函数 , 所 以 


; Bzx)) 


Xp) = h(z)/V (Dal(z)) 
也 是 p 的 连续 函数 . 由 此 可 知 


人 av- 人 ,osarpo=- 人 /， h. 


另 一 方面, 由 定义 得 
hostile 


从 而 定理 成 立 . 口 
这 个 定理 告诉 我 们 . 给 定 了 在 R" 中 的 一 个 包含 上 维 定向 紧 流 形 M 的 开 集 上 
定义 的 上 形式 w, 则 存在 一 个 标量 函数 和 ( 它 实际 上 是 Ce 的 ) 使 得 


[Jaw 


其 逆 也 成 立 , 但 是 证 明 却 要 困难 的 得 多 . 
首先 证 明 存在 一 个 在 包含 M 的 开 集 上 定义 的 上 形式 w 使 得 在 五 (M) 的 属 
于 其 自然 定向 的 任何 规范 正 交 基 上 we(p) 的 值 为 1. 那么 车 和 是 M 上 的 任何 Co 


函数 , 都 有 
fav = fx 
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因而 和 在 M 上 的 积分 可 以 解释 为 形式 Nw 在 M 上 的 积分 . we 称 为 M 的 体积 形 


eh fmf aru 


然而 这 种 论证 只 适用 于 M 是 定向 的 情况 . 如 果 M 是 不 可 定向 的 , 那么 标量 函数 
的 积分 有 定义 , 但 形式 的 积分 没有 定义 . 

关于 记号 的 说 明 ， 有 些 数学 家 用 符号 dV 来 表示 体积 形式 ww， 而 不 用 符号 
dV( 参 看 822 中 关于 记号 的 说 明 ). 然而 这 使 前 面 的 等 式 重复 多 余 . 这 种 习惯 可 能 会 
引起 不 易 察觉 的 混乱 , 因为 V 不 是 一 个 形式 , 并 且 d 在 这 里 的 叙述 中 并 不 表示 微 
分 算 子 ! 

习 题 

令 M 是 R" 中 的 一 个 上 维 流 形 , 且 P < M. 令 a 和 有 都 是 包含 p 点 的 坐标 卡 并 且 
atz) =p = 6(y). 令 (a1,… ,ax) 是 R* 中 的 一 个 右手 标 架 , 如 果 a 和 及 是 正 交 直 的 , 证 明 
R* 中 有 一 个 右手 标 架 (by,… ,bx) 使 得 对 每 个 i 都 有 

ae(zia) = B.(y;b). 


断定 如 果 M 是 定向 的 , 那么 75(M) 的 自然 定向 是 完全 确定 的 . 
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现在 我 们 终于 可 以 来 论述 作为 我 们 全 部 工作 之 几 峰 的 广义 Stokes 定理 了 . 这 
是 一 个 关于 微分 形式 积分 的 普遍 定理 , 它 包括 向 量 积 分 运算 的 三 个 基本 定理 一 
Green 定理 . Stokes 定理 和 散 度 定理 作为 它 的 特殊 情况 . 

我 们 先 从 一 个 引 理 开始 , 该 引 理 在 某 种 意义 下 是 上 述 定理 的 一 种 非常 特殊 的 情 
况 . 令 I* 表示 R* 中 的 上 维 单位 立方 体 : 


天 = 10,1]* = 0, 1] x x [0,1]. 


那么 Int 1* 就 是 开 立 方 体 (0,1)*, 而 Bd1* 等 于 I* ~ Int 7 

引 理 37.1 。 令 上 > 1. 令 ) 是 在 Rk 的 一 个 包含 上 维 单位 立方 体 1* 的 开 集 
上 定义 的 人 一 1 形式. 假设 n 在 Bb1* 的 可 能 除去 子 集 (Int Te-) x 0 的 点 之 外 的 
所 有 点 上 为 零 那么 
m= /bm 


Te ne 1 


其 中 b: I*-! 一 I* 是 由 下 式 定义 的 映射 : 


ua = (ye 1 0). 
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证 明 ”用 = 表示 R* 的 一 般 点 , 而 用 u 表示 R*-! 的 一 般 点 . 参看 图 37.1. 给 
定 j 适 合 1<j<k, 令 也 表示 上 -1 元 组 


那么 R* 中 的 典型 基本 大 一 1 形式 是 
db = dri A A dr; A A dzk. 
因为 所 涉及 的 积分 是 线性 的 而 且 算 子 4 和 b* 也 是 线性 的 , 所 以 只 需 在 
n= fdr, 


的 特殊 情况 下 来 证 明 引 理 就 行 了 . 因而 在 本 证 明 的 剩余 部 分 就 假定 取 这 个 值 . 


下 
5 
> Ei 四 
eo ‘Support 人 


图 37.1 
第 一 步 . 计算 下 列 积分 


人 


由 于 
dn =f Adz, = Day rar, =(-1)-(D,f)dri A Adzk. 
于 是 由 Fubini 定理 得 . 
hsm = Cf Dy .Ds 


-Co 人 | Desa), 
其 中 = (z1,… , 厨 ,… ,zk). 利用 微 积分 基本 定理 求 得 内 层 积 分 为 


DG 
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其 中 的 1 和 0 出 现在 第 ; 个 位 置 . 于 是 形式 m, 从 而 函数 f, 在 Bd1* 的 可 能 除了 开 
底面 (Int I! x 0) 之 外 的 所 有 点 上 为 零 . 当 j < 时 , 这 意味 着 上 面 等 式 的 右边 为 
零 , 而 当 j = 上 时 , 它 等 于 

—f(z1,… ,Tk-1,0). 


于 是 我 们 推出 下 列 结果 : 


o, j<h 
人 n= 人 六 /dog j=k 
a 


第 二 步 . 现在 来 计算 定理 中 的 另 一 个 积分 . 映射 b: R*-! 一 R* 的 导数 为 


mm-| 全] 
0 


因此 由 定理 32.2 得 
br(dzi,) = [det Db(1, ,Alduy A A dug-1 
_Jo, j<k, 
dA Adurl, j=k. 
因而 推出 


央 0 j<k, 
人 em= 人 do jE 


将 此 式 与 第 一 步 末尾 的 等 式 比较 即 得 本 定理 成 立 

定理 37.2(Stokes 定理 ) 设 上 > 1. 令 M 是 Rn 中 的 一 个 定向 的 本 
形 . 车 9M 是 非 空 的 , 则 给 出 9M 的 诱导 定向 . 令 w 是 一 个 在 包含 M 的 R" 的 开 
集 上 定义 的 一 1 形式 . 那么 当 9M 非 空 时 , 


Ns ls 
而 当 9M 为 空 集 时 ，/ = 


证 明 ”第 一 步 . 普 先 用 精心 抠 选 的 坐标 卡 来 机 盖 M.， 第 一 种 情况 , 先 假设 
PEe M - 9M. 选取 一 个 属于 M 定向 的 坐标 卡 a : U,V 使 得 U 是 R* 中 的 开 
集 并 且 包 含 单位 立方 体 1*, 而 且 还 要 使 得 a 将 I* 中 的 一 点 映射 成 p 点 (如果 从 
包含 点 且 属于 M 定向 的 任意 一 个 坐标 卡 a : U 一 V 开始 , 那么 前 面 的 a, 经 过 
在 R* 中 的 平移 和 延伸 就 可 以 得 到 一 个 符合 要 求 的 学 标 卡 . ) 令 W = Int1* 并 且 
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记 Y = a(W). 那么 映射 a : W 一 了 仍然 是 一 个 属于 M 的 定向 并 且 包 含 p 点 的 
坐标 卡 , 而 且 W = Int 1* 是 R* 中 的 开 集 , 参看 图 37.2. 我 们 就 选取 这 个 包含 p 的 
特殊 坐标 卡 - 


图 37.2 


第 二 种 情况 . 假设 ps 8M. 选取 一 个 属于 M 定向 的 坐标 失 a : U 一 V 使 得 
DU 是 H* 中 的 开 集 并 且 包含 1*, 而 且 还 使 a 将 (Int 1*-!) x 0 的 一 点 映射 到 p 点 
令 

W = (tuU((nt 7:-1) x 0), 
并 记 = a(W). 那么 映射 a : W 一 Y 仍然 是 属于 M 的 定向 并 且 包含 p 点 的 坐 
标 卡 . 而 W 是 H* 中 的 开 集 但 不 是 R* 中 的 开 集 . 

我 们 将 把 由 各 坐标 卡 a : W 一 Y 组 成 的 M 的 稳 盖 用 来 计算 定理 中 所 涉及 到 
的 积分 . 注意 到 在 每 一 种 情况 下 , 如 果 需 要 , 映射 oa 均 可 扩张 成 在 R* 的 一 个 包含 
J™ 的 开 集 上 定义 的 C™ 函数 

第 二 算 子 4 和 所 涉及 的 积分 都 是 线性 的 , 所 以 只 需 在 w 是 一 个 上 一 1 形 
式 并 且 使 得 集合 C = M n (suppw) 能 被 单个 坐标 卡 a : W 一 Y 所 颖 盖 的 特殊 情况 
下 来 证 明定 理 成 立 就 行 了 . 因为 di 的 支 集 包含 在 w 的 支 集中 , 所 以 Mn (suppdw) 
包含 在 C 中 , 因而 它 被 同一 坐标 卡 所 覆盖 . 

用 了 表示 形式 a*w. 必要 时 可 以 不 改变 记号 而 将 形式 n 扩张 成 在 R* 的 一 个 
包含 I* 的 开 集 上 定义 的 Cw 形式 . 而 且 , n 在 Bd1* 的 可 能 除去 底面 (Int I*-!) x0 
之 外 的 所 有 点 上 为 零 , 因而 前 面 引 理 的 假设 被 满足 . 

第 三 步 . 现在 来 证 明 当 C 能 被 在 第 一 种 情况 下 所 构造 的 那 种 类 型 的 一 个 坐标 
卡 a : W 一 Y 覆盖 时 定理 成 立 . 这 里 W = Int 1* 而 且 Y 不 与 9M 相交 . 下 面 来 
计算 所 论 及 的 积分 . 由 于 ardu = darw = dn, 故 有 


/ w=/ edu= =/ bn. 
ae oe rs ne rs nt es 
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在 这 里 我 们 用 到 了 上 面 的 引 理 , 在 该 情况 下 , 形式 ) 在 Int I* 之 外 为 零 . 特别 地 , 
在 /*-! x 0 上 为 堆 , 因而 如 = 0, 于 是 /=0. 
现在 可 知 定理 的 成 立 ， 如 果 3M 是 空 集 , 那么 这 就 是 我 们 要 证 明 的 等 式 ; 若 
9M 非 空 , 那么 等 式 
es 


平凡 成 立 . 因为 w 的 支 集 与 9M 不 相交 , 所 以 w 在 9M 上 的 积分 为 零 

第 四 步 . 现在 证 明 当 C 能 被 在 第 二 种 情况 下 所 构造 的 那样 一 个 坐标 卡 a : W 一 
Y 覆盖 时 定理 成 立 . 此 时 W 是 H* 中 的 开 集 但 不 是 R* 中 的 开 集 , 而 且 Y 与 BAM 
相交 . 这 是 有 W = Int 1*. 如 前 作 计算 


- 
Rd nd 
下 面 再 来 计算 积分 人 re 集合 Mn Guppw) 能 被 9M 上 的 他 标 卡 


B=aob:Int1 ls YNOM 


覆盖 . 而 该 坐标 卡 是 通过 限制 a 而 得 到 的 . 当 是 偶数 时 , 8 属于 9M 的 诱导 定向 ， 
而 当 为 奇数 时 , 属于 其 相反 定向 . 如 果 要 用 8 计算 w 在 9M 上 的 积分 , 那么 当 大 
为 奇数 时 就 必须 将 积分 取 相 反 的 符号 . 因而 有 


ee 


由 于 Prw = 如 (a*w) = brn, 所 以 定理 成 立 . 口 
上 面 我 们 已 对 维 数 上 大 于 1 的 流 形 证 明了 Stokes 定理 . 那么 当 k = 1 时 情况 
如 何 呢 ? 当 9M 是 空 集 时 , 不 存在 问题 , 已 经 证 明了 人 和 = 0. 然而 当 8M 为 非 
空 集合 时 则 面临 下 列 问题 ; 0 维 流 形 的 “定向 ”表示 什么 意思 ? 如 何 计算 0 形式 在 
0 维 定向 流 形 上 的 积分 ? 
为 了 看 出 在 这 种 情况 下 , Stokes 定理 将 呈现 什么 形式 , 首先 来 考虑 一 种 特殊 情 
况 . 
定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 1 维 流 形 . 假设 有 一 个 将 [o, 引 映射 到 M 上 的 
C™ 映射 a: [a, 晶 一 M, 并 且 使 得 Dalt) 关 0 对 所 有 成立, 则 将 M 称 为 R" 中 的 
一 条 光滑 的 弧 . 如 果 M 是 定向 的 , 并 且 坐 标 卡 al(。s 属于 该 定向 , 那么 就 称 p 为 
M 的 起 点 , 而 称 g 为 M 的 终点 , 参看 图 37.3. 
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图 37.3 


+ 定理 37.3 ” 令 M 是 R" 中 的 一 个 1 维 流 形 , 而 f 是 在 包含 M 的 一 个 开 集 
上 定义 的 0 形式 . 如 果 M 是 一 条 以 p 为 起 点 , 以 g 为 终点 的 弧 . 那么 


fw =1(0 /0). 
必 


证 明令 a: [a 一 M 如 上 面 的 定义 中 所 述 . 那么 a: (o, 昌 一 M -pg 是 
除去 一 个 零 测度 集 之 外 能 覆盖 整个 M 的 坐标 卡 . 由 定理 35.2， 


er) =alf 00) = Df o0)dt, 
其 中 表示 有 中 的 一 般 点 . 那么 由 微 积分 的 基本 定理 ， 
J orn = {DU 00 = 1(0() = f(a)). O 
en 


由 于 


这 一 结果 为 表述 1 维 流 形 的 Stokes 定理 提供 了 一 种 导向 . 

定义 ”R" 中 的 0 维 紧 流 形 N 是 R" 的 一 个 有 限 点 集 {z1,… ,zm}. 我 们 规 
定 N 的 定向 是 将 N 映射 到 两 点 集 {1,1} 的 函数 e. 如 果 f 是 一 个 在 Rn 的 包含 
N 的 开 集 上 定义 的 0 形式 , 则 把 了 在 定向 流 形 N 上 的 积分 定义 为 


人 7= 三 ceoyte 
Nn wl 


定义 ”如 果 M 是 Rn 中 的 一 个 带 有 非 空 边界 的 1 维 定向 流 形 . 对 于 pe M， 
车 在 M 上 有 一 个 包含 p 点 且 属于 M 定向 的 坐标 卡 a: D 一 V, 其 中 尽 是 Hi 中 
的 开 集 , 那么 通过 置 <(p) = -1 来 定义 8M 的 诱导 定向 . 否则 将 置 e(p) = +1. 参 
看 图 37.4. 
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=+1 


图 37.4 


利用 这 些 定义 , 则 Stokes 定理 可 表 为 下 列 形式 , 其 证 明 留 作 习 题 . 

定理 37.4( 一 维 Stokes 定理 ) 令 M 是 R" 中 的 一 个 定向 的 1 维 紧 流 形 . 如 
果 9M 是 非 空 的 , 则 给 出 它 的 诱导 向 定 . 令 f 是 在 Rn 的 - -个 包含 M 的 开 集 上 定 
义 的 0 形式 . 那么 当 9M 为 非 空 集 时 ， 


Ls=h, 
而 当 6M 为 衬 条 时 [f=0. 0O 


习 题 


1. 证 明 1 维 流 形 的 Stoks 定理 ，[ 提 示 : 用 属于 M 的 定向 且 形 如 a : W 一 Y 的 坐标 卡 
来 禾 盖 M, 其 中 W 是 (0,1), [0,1), (1,0| 三 种 区 间 之 一 . 证 明 当 集 合 M mn (supp/) 能 被 这 些 
坐标 卡 之 一 条 盖 时 定理 成 立 . ] 

2. 假设 有 一 个 在 R" - 0 中 定义 的 n 一 1 形式 使 得 dn = 0 并 且 


nto. 


证 明 n 不 是 恰当 的 . (对 于 这 样 一 个 9 的 存在 性 , 参看 $30 的 习题 及 §35 或 838 的 习题. ) 

3. 证 明 下 列 定理 ， 

定理 (Green 定理 ) 令 M 是 R2 中 的 一 个 自然 定向 的 2 维 紧 流 形 , 并 且 给 出 了 5M 的 
诱导 定向 . 令 Pdz + Qdy 是 在 R? 的 一 个 包含 M 的 开 集 上 定义 1 形式 . 那么 


人 Pu+qm= 人 (DG@- DP)azray. 
ae 局 
4 令 M 是 Rs 中 由 使 得 
A(z1)? 二 (za)2+4(za)2 =4 且 za>0 
的 所 有 点 = 组 成 的 2 维 流 形 . 那么 9M 是 由 使 得 


(m1) +(za) =1 有 有 z2=0 
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的 所 有 点 组 成 的 圆周 . 参看 图 37.5. 映射 
alwo)=(w2 -0),U + < 


是 M 上 的 一 个 覆盖 M 一 8M 的 学 标 卡 . 将 M 定向 使 得 a 属于 该 定向 , 并 且 给 出 9M 的 诱 


8 


图 37.5 


(8) 与 M 的 定向 相对 应 的 是 什么 法 向 量 ? 哪个 切 向 量 对 应 于 2M 的 诱导 定向 ? 
四 令 是 1 形式 二 zodz + 3zudz 直接 计算 积分 |。 的 全 


(e) 通过 表示 成 在 (w v) 平面 的 单位 国 盘 上 的 积分 而 直接 计算 人 di 


5.3 维 球 Ba(r) 是 Rs 中 的 一 个 3 维 流 形 .将 它 自然 定向 并 悍 验 出 S?(r) 的 诱导 定向 . 
设 w 是 在 R? - 0 中 定义 的 一 个 2 形式 并 且 使 得 对 每 个 r > 0， 


/ =a+(b/r). 
sn 


(a) 给 定 0 < c< d 令 M 是 Ra 中 由 满足 c < |zl| < d 的 所 有 z 组 成 的 并 且 自然 定向 
的 3 维 流 形 . 计算 /du 

(b) 如 果 di = 0 那么 对 于 a 和 b, 你 能 得 出 什么 结论 ? 

(e) 如 果 ww = dn 对 于 R? - 0 中 的 某 个 7 成 立 . 那么 关于 a 和 b 你 又 有 何 结论 ? 

6. 令 M 是 Ra 中 的 一 个 无 边 的 人 十 4+ 1 维 定向 流 形 . 令 是 一 个 形式, 而 是 一 个 
4 形式, 并 且 二 者 都 是 在 R" 的 一 个 包含 M 的 开 集 上 定义 的 . 证 明 


fsram=ef dnn 
对 于 某 个 a 成 立 , 并 且 确定 出 a 的 值 . (假设 M 是 紧 的 . ) 


*§38. 对 向 量 分 析 的 应 用 


一 般 从 831 的 讨论 可 知 , 在 某 些 情况 下 , 即 当 大 = 0,1,n 一 1,n 时 , k 次 微分 形 
式 在 R" 中 可 以 解释 成 标量 场 或 向 量 场 . 在 这 里 我 们 将 说 明 对 于 形式 的 积分 也 可 
以 作 类 似 的 解释 . 在 某 些 情况 下 , Stokes 定理 也 可 以 用 标量 场 或 向 量 场 来 解释 . 一 
般 Stokes 定理 的 这 些 版 本 包含 了 向 量 积分 的 经 典 定理 . 

我 们 将 逐一 考虑 各 种 情况 . 
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一 、R" 中 一 维 流 形 的 梯度 定理 

首先 我 们 要 用 向 量 场 的 语言 来 解释 1 形式 的 积分 . 如 果 F 是 在 Rn 的 开 集 上 
定义 的 向 量 场 , 那么 已 在 “平移 映射 "an 之 下 对 应 于 某 个 1 形式 w( 参 看 定理 31.1). 
结果 是 , w 在 1 维 定向 流 形 上 的 积分 等 于 向 量 场 FF 的 切 向 分 量 关于 1 维 体 的 积分 . 
这 就 是 下 列 引 理 的 实质 内 容 . 

引 理 38.1 令 M 是 R" 中 的 一 个 定向 的 1 维 紧 流 形 , 而 T 是 相应 于 该 定向 
的 M 的 单位 切 向 量 场 . 令 


Flz) = (zif(z)) = (z; > fi(z)e,) 
是 在 R" 的 一 个 包含 M 的 开 集 上 定义 的 向 量 场 , 它 对 应 于 1 形式 
w= Dfdr,. 


/= 人 em 


在 这 里 我 们 使 用 经 典 记号 “ds” 而 不 是 使 用 “dyV” 来 表示 对 1 维 体积 ( 弧 长 ) 
的 积分 , 只 是 为 了 使 定理 更 像 是 向 量 积分 的 经 典 定理 . 
注意 到 . 着 以 一 M 代替 M, 则 积分 he 将 改变 符号 . 这 种 替代 具有 以 -T 痊 


代 工 的 效果 , 因而 积分 (局 T)ds 也 改变 符号 
证 明 ”我 们 将 给 出 本 引 理 的 两 个 证 明 , 其 中 第 一 个 证 明基 于 836 的 结果 , 而 第 


二 个 证 明 却 不 依赖 于 此 . 
第 一 个 证 明 . 由 定理 36.2, 我 人 有 


人 = 人/ 


其 中 Xp) 是 w(p) 在 五 (M) 的 一 个 规范 正 交 基 上 的 值 , 而 这 个 基 属 于 该 切 空间 的 
自然 定向 . 在 且 前 的 情况 下 , 切 空间 是 1 维 的 并 且 T(p) 就 是 这 样 一 个 规范 正 交 基 . 
令 T(p) = (pi 因为 。= fidzr,, 所 以 


wpP)(p;t) = BD fi(p)ti(p). 


那么 


因而 
Xp) = (F(p), T(p)). 


从 而 定理 成 立 . 
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第 二 个 证 明 .因为 所 论 及 的 积分 分 别 对 w 和 下 是 线性 的 , 所 以 只 需 在 集合 
C = Mn (suppw) 位 于 属于 M 定向 的 单个 坐标 卡 a :U 一 V 中 的 情况 下 来 证 明 本 
引 理 就 行 了 . 在 此 情况 下 , 我 们 来 计算 两 个 积分 . 令 t 表示 R 中 的 一 般 点 . 那么 


ow= Zo oajda = bP oa)(Do)dt 


=(f 0a, Da)dt. 


由 此 可 得 


另 一 方面 
人 eras= 人 (PoemwTea .VDa 
局 a 
= /Vo0, Da/lDal) .ViDe) 
a 
=/ ,Vo0, Do), 
Es 


V(Da) = det(Dar . Da)]j’/? = IIDall. 


于 是 引 理 成 立 . 口 

定理 38.2( 梯 度 定理 ) 令 M 是 R" 中 的 一 个 1 维 紧 流 形 , 而 了 是 M 的 一 
个 单位 切 向 最 场 . 令 f 是 在 包含 M 的 一 个 开 集 上 定义 的 一 个 Cee 函数 . 如 果 6M 
为 空 集 , 那么 


p> (gradf, T)ds = 0; 


如 果 9M 是 由 点 z1,… ,zm 组 成 的 , 当 了 在 z, 点 指向 M 内 部 时 , 取 e, = -1, 否 
则 取 6, = +l, 那么 


J ena yds = Datta). 

M =l 

证 明 ”由 定理 31.1, 1 形式 df 对 应 于 向 量 场 gradf. 因此 由 上 面 的 引 理 ， 
hf= J emaf, Tyas. 


于 是 定理 可 从 Stokes 定理 的 1 维 形式 得 出 . 口 
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二 、R" 中 n 一 1 维 流 形 的 散 度 定理 

现在 我 们 用 向 量 场 的 语言 来 解释 n 一 1 形式 在 n 一 1 维 定向 流 形 上 的 积分 . 首 
先 必须 验证 我 们 先前 曾 叙述 过 的 一 个 结果 , 即 M 的 一 个 定向 决定 M 的 一 个 单位 
法 向 量 场 . 回顾 $34 曾 给 出 的 下 列 定义 . 

定义 令 M 是 R" 中 的 一 个 n 一 1 维 定向 流 形 . 给 定 pe M, 令 (p;n) 是 
五 (R") 中 的 一 个 垂直 于 n -1 维 线性 子 空间 及 (M) 的 单位 向 量 . 如 果 a:U 一 V 
是 M 上 包含 p 点 且 属于 M 定向 的 一 个 坐标 卡 , 而 且 满足 a(z) = p. 选取 n 使 得 


nm 训 (o)… ,B®) 
为 右手 系 . 则 将 向 量 场 N(p) = (p;n(p)) 称 为 相应 于 M 定向 的 单位 法 向 量 场 . 
我 们 要 证 明 N(p) 是 完全 确定 的 而 且 是 Ce 的 . 为 了 证 明 它 是 完全 确定 的 , 令 
有 是 包含 p 且 属 于 M 定向 的 另 一 个 坐标 卡 , 令 9 = 8~!o a 是 转移 函数 并 且 记 
g(z) =y. 因为 a= 8og, 所 以 有 
Dalz) = DA(y) . Dog(z). 
那么 对 任何 ve R" 都 有 


fe Da(z)] = fo ppt) | 人 | 


(其 中 Da 和 DB 是 nx (n 一 1) 矩阵 , 所 以 式 中 的 三 个 矩阵 都 是 nxn 阶 矩 阵 , ) 由 
此 可 知 
detlv Da(z)] = detlv DB(y)] .det Do(z). 

因为 det Dg > 0, 所 以 推出 lv Da(z)] 的 行列 式 为 正 值 当 且 仅 当 fw DB(y)] 的 行列 
式 为 正 值 . 

为 证 明 N 是 Cw 的 , 我 们 需要 求 出 它 的 一 个 公式 . 为 了 看 清 动机 , 我 们 来 考虑 
n= 3 的 情况 . 

例 1 在 Rs 中 给 定 两 个 向 量 a 和 六 那么 从 微 积 分 中 知道 它们 的 叉 乘 积 
c= axb 垂 直 于 a 和 b, 标 架 (c,a,b) 为 右手 系 , 而 且 ||ei| 等 于 V(a,5b). 当然 向 量 
c 的 各 分 量 如 下 : 

| 2 
ob) ly . 

由 此 可 知 , 如 果 M 是 Ra 中 的 一 个 2 维 定向 流 形 , a : U 一 V 是 M 上 的 一 个 属于 
M 定向 的 坐标 卡 . 并 且 置 
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那么 向 量 m = c/licl 就 是 M 的 相应 单位 法 向 量 . 参看 图 38.1. 


图 38.1 


一 般 有 一 个 与 决定 n 的 又 乘积 公式 相 类 似 的 公式 , 我 们 现在 就 来 证 明 这 一 点 . 
引 理 38.3 ”给 定 R" 中 的 线性 无 关 向 量 z1,… ,zn_1. 令 久 是 nx(n 一 1) 
矩阵 六 = [z1.…zn-1], 而 向 量 c 为 c=》 ces, 其 中 


=(-1)"! det X(1,. ,b,... ,n). 


那么 向 量 具有 下 列 性 质 ， 

(1) e 是 非 零 向 量 并 且 简直 于 每 一 个 zx,. 

(2) 标 架 (c,z1,… ,zn-1) 为 右手 系 . 

(3) llell = V(X). 

证 明 ”我 们 先 来 作 一 个 预备 性 的 计算 . 令 z1,… ,zn_! 为 固定 向 量 ， 给 定 
ae R". 计算 下 列 行列 式 , 按 第 一 列 的 余子 式 展开 得 


det[a zl mn- 吉 一 Fa dt x on = (a, 0). 


Ee 
这 个 等 式 包含 着 证 明 本 定理 所 需要 的 全 部 信息 . 

(1) 置 a= =, 那么 矩阵 [a zi…'m-i] 有 两 列 相同 , 从 而 它 的 行列 式 为 零 . 因而 
(wc) = 0 对 所 有 i 成 立 , 所 以 c 正 交 于 每 个 z，. 为 证 明 c 关 0, 我 们 注意 到 由 于 
六 的 列 张 成 一 个 n 一 1 维 空间 , 因而 X 的 行 也 张 成 一 个 n 一 1 维 空间 . 因此 X 有 
n 一 1 个 行 是 线性 无 关 的 , 比如 说 除 第 i 行 以 外 的 各 行 是 线性 无 关 的 .那么 c #0， 
从 而 ec 关 0. 

(2) 置 a=c. 那么 


detle z1:.2n-1] = (eo) = lelP > 0. 


因而 标 架 (c, zi … ,zn-1) 是 右手 系 . 
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(8) 要 证 明 的 等 式 可 从 定理 21.4 立即 得 出 . 也 可 以 通过 下 列 的 矩阵 乘积 而 得 
le 0 | 


0 XT.X 


出 : 


[e zi-zn-1]T [cz mi]= | 


两 边 取 行 列 式 并 且 利用 (2) 中 的 公式 , 则 有 
llell* = llelPV (CX)?. 


因为 |lel| 夫 0, 所 以 推出 |lell = V(X). 口 
推论 38.4 ”如 果 M 是 Rn 中 的 一 个 n 一 1 维 定向 流 形 , 那么 相应 于 M 定向 
的 单位 法 向 量 N(p) 是 p 的 C™ 函数 . 
证 明 ”如 果 a:U 一 v 是 M 上 包含 p 点 的 一 个 坐标 卡 , 对 于 ze D, 令 


az) = (2D det Da(l… ,%,…. ,n)(z), 


并 且 令 ctz) = Da(z)e,. 那么 对 所 有 pe V, 均 有 
N(p) = (PietzJ/lleta)l. 


其 中 = = ar1(p), 该 函数 作为 p 的 函数 是 C™ 的 . 口 

现在 我 们 用 向 其 场 的 语言 来 解释 n - 1 形式 的 积分 . 如 果 G 是 R" 上 的 一 个 
向 量 场 , 那么 G 在 “平移 映射 ” pn _-: 下 对 应 于 R" 上 的 某 个 n 一 1 形式 (参看 定理 
31.1). 结果 , w 在 n -1 维 定向 流 形 M 上 的 积分 等 于 向 量 场 G 的 法 向 量 在 M 上 
对 体积 的 积分 . 这 就 是 下 列 引 理 的 实质 内 容 . 

引 理 38.5 ” 令 M 是 R" 中 的 一 个 定向 的 n -- 1 维 紧 流 形 , 令 N 是 相应 的 单 
位 法 向 量 场 . 令 G 是 在 R" 的 一 个 包含 M 的 开 集 U 上 定义 的 向 量 场 . 若 用 y 表 
示 R" 的 一 般 点 , 则 该 向 量 场 具有 下 列 形式 


G(y) = (y;9(y)) = (y; Dgi(y)e), 
并 且 它 对 应 于 下 列 n 一 1 形式 


w= DD igdy A A dd, A A dyn, 


那么 
人 w= 六 (G, N)dV. 
请 注意 到 , 阁 以 M 代替 M, 则 积分 /改变 符号 这 个 代 换 具有 以 -N 代 
赫 N 的 效果 ， 因而 积分 /(C, N)dv 也 改变 符号 
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证 明 ”我 们 对 这 个 定理 给 出 两 个 证 明 . 第 一 个 证 明 要 依赖 于 $36 的 结果 , 但 第 
二 个 却 不 依赖 于 此 . 
第 一 个 证 明 . 由 定理 36.2, 有 


/= 
Fk 


其 中 和 (p) 是 w(p) 在 万 (M) 的 一 个 属于 该 切 空间 的 自然 定向 的 规范 正 交 基 上 的 
值 . 我 们 通过 证 明 和 = (G, N) 来 完成 这 个 证 明 . 

令 (pial),…,(p;an-1) 是 万 (M) 的 一 个 属于 其 自然 定向 的 规范 正 交 基 . 令 4 
是 矩阵 4 = [al …an-i] 而 c 为 向 量 c= 》 ciev， 

其 中 

和 = (-1)"! det 4(1 ,i,.. ,n). 
由 上 面 的 引 理 , 向 量 c 正 交 于 每 一 个 a,, 标 架 (ca1,… ,an1) 为 右手 系 , 并 且 
llell =V(A) = [det(A™: A)]Y? = [det 五 -2 = 1. 


那么 N = (pic) 是 M 在 p 点 的 相应 于 M 定向 的 单位 法 向 量 . 于 是 由 定理 27.7， 
则 有 


AAA 醇和 din((piaD ,zian-D) = det4(0 全 
那么 S 
Mp) = DD ig(p) det A i sn) = Dgi(p) x ei. 
=! 


Et 
因而 正如 所 期 望 的 那样 , A = (G, N). 

第 二 个 证 明 . 因为 定理 中 所 述 及 的 积分 分 别 对 于 w 和 G 是 线性 的 , 所 以 只 需 
在 集合 C = M n (suppw) 在 属于 M 定向 的 单个 坐标 卡 a :U 一 V 之 中 的 情况 下 
来 证 明定 理 就 行 了 . 由 定理 32.2, 我 们 计算 第 一 个 积分 如 下 : 


=/ ,Ee pot 关 
nt 


1 
为 了 计算 第 二 个 积分 , 置 c= 》 ce,, 其 中 


a = (-1)"! det Da(1,..- 
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如 果 N 是 相应 于 定向 的 单位 法 向 量 , 那么 正如 在 上 面 的 推论 中 那样 ，N(a(z)) = 
(a(z);c(z)/le(z)l). 作 计 算 


Lemav=[ (Goa,Noa).V(Da) 
A nw 
二 人 eame) (因为 |lel| =V(Da)) 


ey Dae DadetDa(ll ,bsn)|. 
所 以 引 理 成 立 . 
现在 我 们 用 标量 场 的 语言 来 解释 n 形式 的 积分 . 这 种 解答 好 是 人们 有 预期 
的 : 
引 理 38.6。 令 M 是 R" 中 的 一 个 自然 定向 的 n 维 紧 流 形 , 令 w = hdzi 人 
…Adzn 是 在 Rn 的 一 个 包含 M 的 开 集 上 定义 的 n 形式 . 那么 h 是 相应 于 标量 


场 的 并 且 有 
人 /= 人 or 
证 明 ”第 一 个 证 明 . 利用 $36 的 结果 则 有 


/人 Xdy, 
mh 


其 中 是 w 在 万 (M) 的 一 个 属于 其 自然 定向 的 规范 正 交 基 上 的 值 . 于 是 若 det Da > 
0, 则 a 属于 M 的 定向 , 因而 万 (M) 的 自然 定向 由 右手 标 架 组 成 . 及 (M) = 区 (R") 
的 通常 基 就 是 一 个 这 样 的 标 架 , 并 且 w 在 这 个 标 架 上 的 值 是 h. 

第 二 个 证 明 ， 只 需 考虑 集合 M n (supp w) 能 被 属于 M 定向 的 单个 坐标 卡 
a:U 一 V 覆盖 的 情况 就 即 可 . 由 定义 有 


/=/ <“o= 人 (ho a) det Da 
Ja Da 


人 Jay =/ (hoa)V(Da). 

a ew 

现在 V(Da) = |det Da| = det Da, 因为 a 属于 M 的 自然 定向 . 口 
我 们 注意 到 积分 / hdV 实际 是 h 在 R” 的 有 界 子 集 上 的 常 义 积分 . 因为 若 


4 = MBM， 那么 4 是 R" 中 的 开 集 ,而 且 恒 等 喘 射 1: 4 一 4 是 M 上 的 一 个 属 
于 其 自然 定向 的 坐标 卡 , 并 且 它 能 种 盖 除 一 个 堆 测 集 之 外 的 整个 M. 由 定理 25.4， 


hrav= fdvio= fn 
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其 中 右边 的 积分 是 一 个 正常 积分 , 它 等 于 让 hh, 这 是 因为 9M 在 R 中 的 测度 为 
和 

现在 我 们 来 考察 对 于 R 中 自然 定向 的 n 维 流 形 M 来 说 9M 的 诱导 定向 将 
如 何 ? 我 们 曾 考虑 过 834 例 4 中 n= 3 的 情况 , 现在 有 一 个 类 似 的 一 般 结论 : 

引 理 38.7 令 M 是 Re 中 的 一 个 维 流 形 , 如 果 4 是 自然 定向 的 , 那么 0M 
的 诱导 定向 对 应 于 9M 的 单位 法 向 量 场 N, 而 且 N 在 9M 的 每 一 点 处 都 是 从 M 
指向 外 面 . 

9M 在 p 点 的 内 法 向 量 是 从 p 点 开始 并 且 当 参 数值 增加 时 向 M 内 移动 的 曲 
线 的 速度 向 量 , 而 外 法 向 量 是 它 的 负 向 量 . 

证 明令 a:U 一 V 是 M 上 的 一 个 包含 点 且 属 于 M 定向 的 坐标 卡 . 那么 
det Da > 0. 令 5b: R"-! 一 Rn 是 由 下 式 定义 的 映射 ; 


bz 


映射 ao = aob 是 9M 上 包含 p 点 的 一 个 坐标 卡 ; 当 n 为 偶数 时 , 它 属于 9M 的 
诱导 定向 ; 而 当 n 为 奇数 时 , 它 属于 其 相反 定向 . 令 N 是 9M 上 的 相应 于 8M 的 
诱导 定向 的 单位 法 向 量 场 . 令 N(p) = (p;n(p)). 那么 


Zn-1) = (T1,° Ln-1, 0). 


det[(-1)™n Dao] > 0, 


这 蕴涵 着 
det[Dao 可 = det 这 让 ] <0. 
另 一 方面 , 又 有 ge 5 
det Da = det 要 说 | >" 
向 量 ga/Bzn 是 一 条 从 8M 的 一 点 开始 并 且 当 参数 值 增加 时 向 M 内 运动 的 曲线 
的 速度 向 量 . 因而 n 是 9M 在 p 点 的 外 法 向 量 . 口 


定理 38.8( 散 度 定理 ) 令 M 是 R" 中 的 一 个 n 维 紧 流 形 . 令 N 是 8M 的 单 
位 法 向 量 场 . 如 果 G 是 一 个 在 R" 的 包含 M 的 开 集 上 定义 的 向 量 场 , 那么 


avoav = | Gmav. 


其 中 左边 的 积分 是 关于 n 维 体积 的 积分 , 而 右边 的 积分 则 是 关于 n ~ 1 维 体积 的 积 
分 . 

证 明 ”给 定 G, 令 w = Br-iG 是 相应 的 一 1 形式 . 将 M 自然 定向 并 给 出 
3M 的 诱导 定向 . 那么 由 定理 38.7, 法 向 量 场 N 对 应 于 3M 的 定向 , 因而 由 引 理 
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38.5， 


/2= Le Na 
根据 定理 31.1, 标量 场 divG 对 应 于 n 形式 dw, 即 dw = (div G)dri 和信 … 信 dzn. 那 


么 引 理 38.6 蕴涵 着 
/ a yh (divG)av. 
je Jae 
于 是 本 定理 可 以 从 Stokes 定理 得 出 . 口 
在 Rs 中 , 有 时 把 散 度 定理 称 为 Gauss 定理 . 
三 、R3 中 2 维 流 形 的 Stokes 定理 


还 有 一 种 情况 , 当 M 是 Rs 中 的 2 维 定向 流 形 时 , 我 们 可 以 把 一 般 Stokes 定 
理 转化 成 一 个 关于 向 量 场 的 定理 . 

定理 38.9(Stokes 定理 的 经 典 形式 ) ” 令 M 是 Rs 中 的 一 个 可 定向 的 2 维 紧 
流 形 . 令 N 是 id 的 一 个 单位 法 向 量 场 . 令 FF 是 在 包含 M 的 一 个 开 集 上 定义 的 
Ce 向 量 场 . 若 8M 为 空 集 , 那么 


/ (eurl F, N)dV = 0. 
My 


车 8M 为 非 空 集 , 则 令 了 是 BM 的 单位 切 向 量 场 并 且 适 当选 取 其 方向 使 得 积 向 量 
W(p) = N(p) x T(p) 从 8M 指向 M 内 , 那么 


上 (curlF,N)aV = /人 (FT)ds. 
Ma om 


证 明 给 定 F, 令 w = anF 是 相应 的 1 形式 , 那么 根据 定理 31.2, 向 量 场 curl 
下 对 应 于 2 形式 dw. 将 M 定向 使 得 N 对 应 于 单位 法 向 量 场 . 那么 由 引 理 38.5， 


hss= | enn Nav. 


另 一 方面 , 如 果 5M 是 非 空 集合 , 那么 它 的 诱导 定向 对 应 于 单位 切 向 量 场 T( 参 
看 834 例 5). 从 引 理 38.1 可 知 


于 是 本 定理 可 从 Stokes 定理 得 出 口 
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习 题 


1. 令 G 是 R3 - 0 上 的 一 个 向 量 场 . 令 S?(r) 是 半径 为 7, 中 心 在 0 点 的 球面 . 令 Nr 是 
3?(r) 的 单位 法 向 量 , 其 指向 是 离开 原点 的 方向 . 如 果 G(z) = 1/llzjh 并 且 0 < c< d, 那么 对 
于 r=c 和 "r=d, 关 于 积分 

/ (GN )ay 
st) 
的 值 之 间 的 关系 , 你 能 得 出 什么 结论 ? 

2. 令 G 是 一 个 在 4 = Rr -0 上 定义 的 向 量 场 , 并 且 在 A 中 divG = 0. 

(a) 令 Mi 和 Ma 是 R" 中 的 两 个 n 维 紧 流 形 , 并 且 使 得 原点 既 包含 在 Mi -8Mi 中 , 也 
包含 在 Ma - 9Ma 中 . 对 于 i=1,2 令 NN, 是 8M, 的 单位 外 法 向 量 场 , 证 明 


人 emoa= 人 Goav 


[提示 : 首先 考虑 Ma = B"(e) 并 且 包 含 在 Mi - 9Mi 中 的 情况 . 参看 图 38.2.] 


图 38.2 


(b) 证 明 当 M 取 遍 R" 中 原点 不 在 8M 中 的 所 有 n 维 紧 流 形 时 , 积分 


人 ONY 


只 有 两 种 可 能 的 取 值 , 其 中 N 是 8M 的 单位 法 向 量 , 并 且 其 方向 是 由 M 内 指向 M 外 . 
3. 令 G 是 =R"--p-gq 上 的 一 个 向 量 场 且 使 得 divG = 0 在 B 上 成 立 . 当 M 取 遍 
R" 中 的 使 得 p 和 9 不 在 8M 中 的 所 有 n 维 紧 流 形 时 , 积分 


人 emw 


有 多 少 种 可 能 的 取 值 ? (其 中 N 是 8M 的 单位 法 向 量 并 且 其 方向 是 从 M 内 指向 M 外 . ) 
4. 令 7 是 A=R" - 0 中 由 下 式 定义 的 n 一 1 形式 


PY A dzn, 
气 
其 中 (2) = ma/z| 将 单位 球 B" 自然 定向 , 并 给 出 S"-! = 8B" 的 诱导 定向 . 证 明 


人 = v(S™™!). 
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[提示 : 如 果 G 是 相应 于 7 的 向 量 场 , 而 N 是 5"! 的 单位 外 法 向 量 场 , 那么 (G, N) = 1.] 
5. 令 5 是 Rs 的 一 个 子 集 , 它 是 由 下 列 三 个 集合 的 并 组 成 的 : 
人 = 轴 ， 
(二 单位 国 z2 + 二 1,z 二 0， 
( 洛 ) 适合 > 1 的 点 (0, y, 0)- 
令 A 是 BR 中 的 开 集 Rs -- 5. 令 Cu Ca, Di, Da, Ds 是 在 图 38.3 中 画 出 的 4 中 的 1 维 定向 
流 形 , 假设 是 A 上 的 一 个 向 量 场 并 且 在 A 中 满足 curlF = 0, 再 设 


Lene=s, 人 ma 


关于 积分 
LD, 123， 
局 


你 有 何 结论 ? 并 且 验 证 你 的 答案 . 


De 


图 383 


第 八 章 ” 闭 形式 和 恰当 形式 


在 向 量 分 析 对 物理 学 的 应 用 中 , 知道 R” 中 一 个 给 定 的 向 量 场 F 是 否 为 一 个 
标量 场 f 的 梯度 常常 是 重要 的 . 如 果 是 , 则 将 F 称 为 保守 场 , 并 将 函数 f( 有 时 取 
一 了 ) 称 为 F 的 势 函数 . 转换 成 形式 的 语言 , 这 恰好 就 是 判定 Rs 中 给 定 的 一 个 1 形 
式 w 是 否 为 一 个 0 形式 的 微分 , 亦 即 w 是 否 恰当 的 问题 . 

在 对 物理 学 的 其 他 应 用 中 , 人 们 希望 知道 R? 中 一 个 给 定 的 向 量 场 G 是 否 为 
另 一 个 向 量 场 FF 的 旋 度 . 译 成 形式 的 语言 这 恰好 是 判定 Rs 中 一 个 给 定 的 2 形式 
ww 是 否 为 某 个 1 形式 的 微分 , 也 就 是 w 是 否 恰当 的 问题 . 

在 这 里 我 们 将 研究 R" 中 的 类 似 问 题 . 如 果 w 在 R" 的 一 个 开 集 4 上 定义 的 
大 形式 , 那么 w 为 恰当 的 必要 条 件 是 w 为 闭 的 , 即 ds = 0. 这 个 条 件 一 般 不 是 充 
分 的 . 本 章 中 将 要 探讨 为 了 保证 w 是 恰当 的 . 需要 对 4 或 者 对 4 和 w 附加 什么 
条 件 . 


39. Poincaré 引 理 


令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 . 本 节 我 们 将 证 明 , 如 果 4 满足 一 个 称 为 星 凸 的 条 件 ， 
那么 4 上 的 任何 闭 形式 w 就 会 自动 成 为 恰当 的 . 该 结果 便 是 著名 的 Poincaré 引 理 . 

我 们 从 一 个 预备 性 结果 开始 . 

定理 39.1(Leibnitz 法 则 ) ” 令 Q 是 R" 中 的 一 个 矩形 , 而 了: Q x [a 一 RR 
是 一 连续 函数 . 将 f 记 为 f(z,t,z e Q,te [c, 中 . 那么 函数 


cb 
F(z)= / f(z,t) 
是 在 Q 上 连续 的 . 而 且 如 果 8f/8z, 在 Q x [,ij 上 是 连续 的 , 那么 


w= Ee 


这 个 公式 称 为 在 积分 号 下 求 微分 的 Leibnitz 法 则 . 

证 明 ”第 一 步 . 我 们 来 证 明 已 是 连续 的 . 由 于 矩形 Q x [o, 中 是 紧 的 , 因此 了 在 
Q@x[o, 引 上 是 一 致 连续 的 . 即 给 定 = > 0, 则 有 一 个 5 > 0 使 得 当 |(z1, 1) 一 (zo,to)| < 
5 时 . 就 有 

lf(z1,t1) — f(zo,to)| < e. 
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由 此 可 知 当 |z1 一 zol < 5 时 ， 
tb 
IF(z) — F(zo)| < 人 |f(z1,t) — f(zot)) < e(b — 0). 


因而 F 的 连续 性 成 立 . 

第 二 步 . 在 Leibnitz 法 则 中 作 积分 和 求 导 运 算 时 只 涉及 变量 z 和 t, 而 其 他 所 
有 变量 均 保持 为 常数 . 因此 只 需 在 n= 1 且 @ 为 R 中 的 区 间 [c,dj 的 情况 下 证 明 
定理 就 行 了 . 

对 zelc,d, 置 

tb 
G(z) -三 Diflz,t). 

我 们 要 证 明 F'(z) 存在 并 且 等 于 G(z). 为 此 , 我 们 (首先 ) 要 用 到 Fubini 定理 . 易 
知 Piy 在 [c,d] x [a,5] 上 是 连续 的 . 于 是 


og /ped /pred 
| Jee we Jore 


[CE Vee 16 = Flen) — Flo); 


其 中 第 二 个 等 式 从 Fubini 定理 得 出 , 而 第 三 个 等 式 是 从 微 积分 基本 定理 得 出 的 . 于 
是 对 ze [c,dl, 则 有 风 
J G= F(z)- Fa. 


因为 由 第 一 步 , G 是 连续 的 , 所 以 再 次 应 用 微 积分 基本 定理 可 推出 
G(z) = F'(z). 口 


现在 我 们 来 得 出 一 个 准则 以 决定 何 时 两 个 闭 形 式 才 会 相差 一 个 恰当 形式 ， 这 
个 准则 要 涉及 可 微 同 伦 的 概念 . 

定义 ” 令 4 入 分 别 是 R" 和 Rm 中 的 开 集 . 令 gjh: 4 一 已 是 Cee 映射 
如 果 有 一 个 C™ 映射 下 :4 x 工 一 妃 使 得 


H(z,0) = g(z) 和 H(z,1) = h(z) 


对 于 ze 4 成 立 , 则 称 9 和 hh 是 可 微 同 伦 的 , 并 且 将 映射 甩 称 为 g 和 hh 之 间 的 一 
个 可 微 同 伦 . 

对 于 每 个 映射 = 一 妥 (z,t) 是 一 个 从 4 到 B 的 C~ 映射 . 如 果 把 t 看 作 
“时 间 ”, 那么 当 t 从 0 变 到 1 时 , 厅 就 给 出 映射 9 变 为 映射 h 的 一 种 “变形 ” 
方式 . 
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定理 39.2 令 4 和 分 别 是 R" 和 Rm 中 的 开 集 . 令 g,h: 4 一 吾 是 两 个 
可 微 同 伦 的 C™ 映射 . 那么 就 有 一 个 对 上 > 0 有 定义 的 线性 变换 


Pp: 0+1(B) 一 Qx(4)， 
使 得 对 阶 数 上 > 0 的 任何 形式 m 都 有 
dPn+ Pdn = hn — gn, 
而 对 于 一 个 0 形式 f, 则 有 
Pdf = hf — g°f. 
这 个 定理 蕴涵 着 如 果 7 是 一 个 正 数 阶 的 闭 形式 , 那么 h*n 和 g*n 相差 一 个 恰 
当 形 式 . 因为 当 n 为 闲 形 式 时 , h*n 一 9"m = dPn. 另 一 方面 , 如 果 f 是 一 个 闭 的 0 
形式 , 那么 h*f 一 g*f = 0. 
注意 到 d 使 形式 的 阶 数 提高 1 阶 , 而 P 使 形式 的 阶 数 降低 1 阶 , 因而 如 果 
的 阶 数 上 > 0, 那么 第 一 个 等 式 中 的 所 有 形式 都 是 k 阶 的 . 而 第 二 个 等 式 的 所 有 形 
式 中 了 都 是 0 阶 的 . 当然, 车 f 为 0 形式 , Pf 没有 定义 . 


证 明 第 一 步 . 首先 考虑 一 种 非常 特殊 的 情况 . 给 定 R" 中 的 一 个 开 集 4, 令 
U 是 4xI 在 R"t! 中 的 一 个 邻 域 , 令 a,8: 4 一 U 分 别 是 由 


a(z) = (z,0) 和 B(z) = (z,1) 


给 出 的 映射 (那么 a 和 8 是 可 微 同 沦 的 .) 对 于 在 U 中 定义 的 任何 + 1 形式 n， 
我 们 在 4 中 定义 一 个 上 形式 Pn, 使 得 
网 dPn+ Pdn= pam， 若 7 的 阶 数 > 0， 
Pqf= 68"f 一 a*f， 若 f 的 阶 数 =0. 


令 z 表 示 R" 的 一 般 点 , 令 上 表示 R 的 一 般 点 , 那么 , dz,… ,dzn,dt 是 Rn+1 
中 的 基本 1 形式 . 如 果 g 是 4 x 了 中 的 任何 连续 标量 函数 , 那么 我 们 用 下 式 定义 A 
上 的 一 个 标量 函数 Tg: 


tl 
(Z9)(z)= 傅 g(z,t). 
然后 定义 PP 如下: 当天 > 0 时 , Rn+l 中 的 一 般 上 +1 形式 n 能 唯一 地 写成 


n=D fdrr+ D9drs Adt 
人 
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其 中 工 表示 取 自 集合 {1,… ,n} 的 递增 上 + 1 元 组 , 而 J 表示 取 自 集合 {1,… ,n} 
的 递增 元 组 . 我 们 用 下 列 等 式 将 P 定义 为 
Pn= 》 P(rdrr)+ 厂 P(gsdzy A dt), 
四 
其 中 
Plfrdz1) =0, P(grdry Ndt) = (-D*(Tgz)dry， 

那么 Pn 是 在 R" 的 子 集 4 上 定义 的 形式. 

PP 的 线性 性 质 可 从 7 的 表达 式 的 唯一 性 和 积分 算 子 工 的 线性 立即 得 出 . 

为 了 证 明 Pn 是 Ce 的 , 只 需 证 明 函 数 Tg 是 C~ 的 , 而 这 一 结果 立即 可 从 
Leibnitz 法 则 得 出 , 因为 9 是 C™ 的. 

注意 到 在 上 = 0 的 特殊 情况 下 , 7 是 个 1 形式 并 且 可 以 写成 


人 = Dhdr, +gdt. 


= 
在 这 种 情况 下 , 数组 J 为 空 集 , 并 且 有 
Pn =0+ P(gdt) = 79. 

虽然 算 子 P 也 许 看 起 来 很 像 是 人 为 制造 的 , 然而 它 实际 上 是 非常 自然 的 ， 正 如 在 
某 种 意义 上 d 是 一 个 “微分 算 子 " 一样, 算 子 P 在 某 种 意义 上 是 一 个 “积分 算 子 ”， 
是 “ 按 最 后 坐标 积分 9” 运算 . 能 使 这 个 事实 变 得 更 明显 的 P 的 另 一 个 定义 将 在 习 
题 中 给 出 . 

第 二 步 . 证 明 即使 是 在 和 J 分 别 是 取 自 集合 {1,… ,n) 的 任意 +1 元 组 和 
任意 上 元 组 时 , 公式 

Pl(fdr)=0 和 P(gdzy Adt) = (-1)*(Tg)dzy 

仍然 成 立 . 证 明 是 容易 的 . 如 果 各 指标 不 是 互 不 相同 的 , 那么 这 两 个 公式 平凡 成 立 ， 
因为 在 这 种 情况 下 , dz = 0,dzy = 0; 如 果 各 指标 互 不 相同 并 且 按 递增 次 序 排列 ， 
则 由 定义 这 两 个 公式 成 立 ; 然后 这 两 个 公式 对 于 任何 互 不 相同 的 指标 集成 立 是 因为 
重 排 指标 只 改变 dzr 和 dzy 的 符号 . 

第 三 步 . 在 上 = 0 的 情况 下 验证 第 一 步 中 的 (*) 式 . 这 时 有 

2 (六 of 0, 过 | 


=0+(- wz(Y) 


=fo8-foa=6°f -of, 
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其 中 第 三 个 等 式 从 微 积分 基本 定理 得 出 . 
第 四 步 . 在 > 0 的 情况 下 验证 (*) 式 . 注意 到 因为 a 是 映射 a(z) = (z,0)， 
于 是 
ar(dr) = 
or( 由 = danti =0. 
类 似 的 说 法 对 8* 也 成 立 . 
因为 d,p,a*,8* 都 是 线性 的 , 所 以 只 需 对 形式 fdr; 和 gdz 人 dt 来 验证 公式 
就 行 了 . 首先 考虑 n = fdzi 的 情况 . 计算 等 式 两 边 , 左边 为 


dPn + Pdn = d(0) + P(dn) 
= 区 (2 “oo) +P (Marder;) 
= o+ Cnp (War Ad (由 第 二 步 ) 
-7() 


=[f08-fooldrr. 


i = dr, i=1, ,nm 


等 式 的 右边 为 
Bn-an= (fo8)8°(dz) — (foa)a*(dz/) 
=|f08-foaldr. 
因而 在 此 情况 下 结果 成 立 . 
现在 来 考虑 m = gdzy 人 dt 的 情况 . 再 次 计算 等 式 两 边 , 有 
dl(Pn)= dl(-1)*(Zg)dzJ] 
(9) me CYP Ds, Adzrj: 
另 一 方面 ， 
而 = (Djg)dzy Adzy A d+ (Dati)Adry ANd 


dl 


因而 由 第 二 步 ， 


(ee Plan) = (1) DZD,9)dz, Adz,. 
二 | 
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将 (**) 式 和 (***) 式 相 加 并 应 用 Leibnitz 法 则 , 即 可 看 出 
ad(Pn) + Pldn) = 0. 
另 一 方面 , 等 式 的 右边 为 
Fr(gdr1 Adt) — a’(gdry Adt) =0, 


因为 8*(dt) = 0,a*(dt) = 0. 这 就 完成 了 定理 的 特殊 情况 的 证 明 . 

第 五 步 . 现在 来 证 明定 理 的 一 般 情况 . 给 定 C~ 映射 g,h: 4 一 B 以 及 它们 之 
间 的 一 个 可 微 同 伦 如: 4 x 1 一 B. 令 a,8 : A 一 A x 了 是 第 一 步 中 的 映射 , 令 已 
是 形式 间 的 线性 变换 , 其 性 质 如 第 一 步 所 述 . 然后 用 等 式 


Pn= P(H'n) 


定义 我 们 想 要 的 线性 变换 P : 9*+1(B) 一 0*(A4), 参看 图 39.1. 因为 吾 "y 是 在 4x 
的 邻 域 上 定义 的 上 十 1 形式 , 那么 P(H*n) 是 在 4 中 定义 的 一 个 大 形式. 


A 
> 
“aol 
CE 


图 39.1 
注意 到 因为 妃 是 9 和 间 的 一 可 微 同 伦 , 所 以 
Hoa=g, HoB=h. 

于 是 , 若 上 > 0, 则 如 所 期 望 的 那样 , 可 以 算出 


dPpn + Padn = dP(H°n) + P(H*dn) 
=dP(H"n) + P(dH"n) 
= 所 (H"T") a"(H*n) (由 第 一 步 ) 


= hn— gn. 


39， Poincare 引 理 273 


完全 类 似 的 计算 也 适用 于 k= 0 的 情况 . 口 

现在 我 们 可 以 来 证 明 Poincaré 引 理 了 . 首先 了 给 出 一 个 定义 . 

定义 令 4 是 Rr 中 的 一 个 开 集 . 如 果 对 每 一 个 ze 4, 连接 = 和 pe4 的 
线段 都 包含 在 4 中 , 则 称 集合 4 关于 p 点 是 星 凸 的 . 

例 1 在 图 39.2 中 ,集合 4 关于 点 是 星 凸 的 , 但 是 关于 g 点 则 不 是 . 集合 
B 关于 它 的 每 一 点 都 是 星 凸 的 , 即 它 是 一 个 凸 集 . 集合 C 关于 它 的 任何 一 点 都 不 


Oe 


图 39.2 


定理 39.3(Poincaré 引 理 ) 令 4 是 R" 中 的 一 个 星 凸 的 开 集 . 如 果 w 是 4 
上 的 一 个 闭 形式 , 那么 w 在 4 上 是 恰当 的 . 

证 明 ”应 用 上 面 的 定理 . 令 p 是 4 中 的 点 且 使 得 4 关于 p 点 是 性 凸 的 . 令 
4: h 一 4 是 恒 等 映 射 , 而 令 9 : 4 一 4 是 把 每 一 点 都 映射 到 p 点 的 常 值 映射 . 那 
么 g 和 是 可 微 同 伦 的 , 实际 上 , 映射 


H(z,t) = th(z) + (1 —t)g(z) 


把 4 x 7 映射 到 4 并 且 是 符合 要 求 的 可 微 同 伦 ，( 对 于 每 个 t， 点 妃 (z,t) 位 于 
h(z) = z 和 g(z) =p 之 间 的 线段 上 , 因而 在 4 中 .) 我 们 将 有 称 为 9 和 间 的 直 
线 同 伦 . 

令 P 是 由 上 面 的 定理 给 出 的 变换 . 如 果 f 是 4 上 的 一 个 0 形式 , 则 有 


PIA) =hrf -gf=foh-fog 
那么 车 f=0, 则 对 所 有 ze 4， 
0= f(h(z)) — f(9(z)) = f(z) — f(p), 


因而 f 是 4 上 的 常 值 映射 
如 果 w 是 一 个 尺 形式 且 尺 > 0, 则 有 


dPw + Pd = hrw— g*w. 
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现在 h*w = w 是 因为 h 为 恒 等 映 射 , 而 g"w = 0 是 因为 9 是 常 值 映射 ， 于 是 若 
dw =0, 则 有 
dpw =w, 
由 在 4 上 是 恰当 的 . 0O 
定理 39.4 令 4 是 R" 中 的 一 个 星 凸 开 集 . 令 w 是 4 上 的 一 个 闭 形式 . 
如 果 上 > 1 并且 nn 和 mo 是 4 上 满足 dn =w= dm 的 两 个 上 -1 形式 . 那么 


7=m+d9 


对 于 4 上 的 某 个 一 2 形式 9 成 立 ， 如 果 上 = 1 并 且 了 和 轴 是 4 上 满足 
节 = 风 = dfo 的 两 个 0 形式 , 那么 了 = 所 +c 对 某 个 常数 c 成 立 . 
证 明 ”因为 dn 一 m) = 0 所 以 形式 "一 m 是 4 上 的 一 个 闭 形式 . 由 Poincaré 


引 理 可 知 , 它 是 恰当 的 . 类 似 的 说 法 适用 于 形式 f 一 记 . 口 
习 题 
1.(a) 把 对 于 k 形式 的 Poincaré 引 理 改写 成 关于 Rs 中 的 标量 场 和 向 量 场 的 定理 ， 考 虑 
= 0,1,2,3 的 情况 


(b) 对 于 定理 39.4 来 做 同样 的 事情 . 考虑 == 1,2,3 的 情况 . 

2.(a) 令 g: 4 一旦 时 Rn" 的 开 集 之 间 的 一 个 C~ 微分 同 胚 . 证 明 : 如 果 4 是 上 维 同调 
平凡 的 , 那么 B 也 是 

(b) 在 R? 中 寻求 一 个 开 集 使 得 它 不 是 星 凸 的 , 但 却 在 每 一 维 数 下 都 是 同调 平凡 的 

3. 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 . 证 明 ; A 是 0 维 同调 平凡 的 当 且 仅 当 4 是 连通 的 [提示 : 
令 pe 4. 证 明 如 果 df = 0 并 且 可 以 通过 4 中 的 折线 将 = 连接 到 p. 那么 f(z) = f(p). 证 
明 能 够 经 过 4 中 的 折线 路 径 连 接 到 p 的 所 有 点 z 的 集合 是 4 中 的 开 集 ] 

4. 证 明 下 列 定理 . 该 定理 说 明 PP 在 某 种 意义 上 是 一 个 沿 最 后 坐标 方向 积分 的 算 子 . 

定理 令 A 是 R" 中 的 开 集 , 令 是 在 Rnt+i 的 一 个 包含 4 x 7 的 开 集 上 定义 的 大 十 1 
形式 . 给 定 t€ 1 令 a :4 一 以 是 由 or(z) = (z,t 定义 的 “切片 ” 映射. 给 出 Te(R") 中 
的 固定 向 量 (z; v1),… ,(ziuk). 令 


(yiw) = (0s).(z;v,) 


对 每 个 + 成 立 . 那么 (y;w,) 属于 T,(R"*!), 并 且 y = (z,t) 是 + 的 一 个 函数 ,但 w, = (v,,0) 
不 是 (参看 图 39.3). 那么 


(CN 
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40. 有 和 孔 Euclid 空间 的 de Rham 群 


我 们 已 经 证 明 如 果 R" 的 开 集 4 是 星 凸 的 , 那么 它 在 所 有 维 数 下 都 是 同调 平 
凡 的 . 现在 我 们 来 考虑 4 不 是 在 所 有 维 数 下 同调 平凡 的 若干 情形 . 此 类 情况 中 最 
简单 的 一 种 出 现在 当 4 为 有 和 孔 的 Euclid 空间 R" -0 时 . 以 前 的 习题 说 明 在 R" 一 0 
中 存在 非 恰当 的 n - 1 阶 闭 形式 . 现在 我 们 来 进一步 分 析 这 种 情况 , 从 而 给 出 一 个 
判断 R" ~- 0 中 给 定 的 闭 形 式 是 否 恰当 的 明确 判 据 . 

解决 这 个 问题 的 一 种 简便 方法 是 对 R" 中 的 开 集 4 定义 某 些 被 称 作 4 的 de 
Rham 群 的 向 量 空间 H*(A4). 4 是 上 维 同调 平凡 的 条 件 等 价 于 H*(A4) 是 平凡 向 量 
空间 . 我 们 将 在 4 = R" -0 的 情况 下 来 确定 这 些 空间 的 维 数 . 

首先 我 们 来 考虑 一 个 向 量 空 间 模 其 子 空间 的 商 . 

定义 “如果 V 是 一 向 量 空间 并 且 W 是 V 的 一 个 线性 子 空间 ， 那 么 我 们 以 
V/W 表示 这 样 一 个 集合 , 其 中 它 的 元 素 是 V 的 如 下 形式 的 一 些 子 集 : 


vtW= {0+wlweW)}, 


每 一 个 这 样 的 集合 称 作 V 的 一 个 由 W 决定 的 陪 集 . 业已 证 明 , 如 果 v1 一 v2 € W, 
那么 两 个 陪 集 v1 + W 和 ua + W 相等 ; 然而 若 v1 - vagW, 那么 这 两 个 陪 集 是 不 
相交 的 . 因而 V/W 是 V 的 一 些 互 不 相交 的 子 集 构成 的 集 族 , 而 且 它们 的 并 集 是 
V. (这样 一 个 集 族 称 作 V 的 一 个 划分 .) 我 们 用 下 列 等 式 来 定义 V/W 中 的 向 量 空 
间 运 算 : 
(v1 + W)+ (v2+W) = (vi + v2)+W, 
cv+W)= (cw)+W. 


有 了 这 些 运算 , V/W 就 成 为 一 个 向 量 空间 , 称 作 V 模 W 的 商 空间 . 

我 们 还 必须 证 明 这 些 运算 是 完全 确定 的 假设 vi + w = vi 十 Wv2+W = 
雄 ++W-. 那么 vi 一 避 和 wa 一 以 在 W 中 ,因而 它们 的 和 (vi+v2) 一 (vi 二 史 ) 也 
在 W 中 . 于 是 
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(v1 二 V2) 二 到 二 (可 十 区 ) 十 WW 

因而 向 量 的 加 法 是 完全 确定 的 .类 似 的 论证 可 以 说 明 乘 以 标量 的 数 乘 运算 也 是 完 
全 确定 的 . 向 量 空间 的 性 质 容易 验证 , 故 将 细节 留 给 读者 . 

如 果 V 是 有 限 维 的 , 那么 V/W 也 是 有 限 维 的 . 然而 我 们 并 不 需要 这 一 结果 . 
另 一 方面 , 即使 在 V 和 W 不 是 有 限 维 的 情况 下 , V/W 仍然 可 能 是 有 限 维 的 . 

定义 ” 设 V 和 V" 是 两 个 向 量 空间 , 并 且 W 和 Wr 分 别 是 V 和 V' 的 线性 
子 空间 . 如 果 了:V 一 V' 是 一 个 将 W 映射 成 W' 的 线性 变换 . 那么 就 有 一 个 由 
全 (wv + 多) = T(o) +W' 定义 的 线性 变换 


EF:V/W = V'/W', 


并 且 称 之 为 由 了 诱导 的 变换 . 容易 验证 了 是 完全 确定 的 而 且 是 线性 的 . 
现在 我 们 可 以 来 定义 de Rham 群 了 . 
定义 ” 令 4 是 R" 中 的 一 个 开 集 . 4 上 所 有 上 形式 的 集合 Qx(4) 是 一 个 向 
量 空间 ， A 上 的 闭 上 形式 的 集合 C*(4) 和 恰当 形式 的 集合 E*(4) 都 是 9*(4) 
的 线性 子 空间 . 因为 每 一 个 恰当 形式 都 是 闭 的 , 所 以 E*(4) 包含 在 C*(4) 中 . 我 
们 把 4 的 大 维 de Rham 群 定义 为 


H(A) = C*(A)/E*(A). 


如 果 w 是 4 上 的 一 个 闭 上 形式 ( 即 C*(4) 的 一 个 元 素 ), 那么 我 们 常 把 它 的 陪 集 
w 十 Bk(A) 简 记 为 fw] 

由 定义 立即 可 知 , 要 使 8*(A) 是 仅 由 零 向 量 组 成 的 平凡 向 量 空间 , 当 且 仅 当 A 
是 维 同调 平凡 的 . 

如 果 4 各 分 别 是 Rr" 和 Rm 中 的 开 集 并 且 9 : 4 一 卫 是 一 个 Ce 映射 , 那 
么 对 所 有 ,9 都 诱导 上 形式 的 一 个 线性 变换 g* : kt(B) 一 Qx(4). 因为 g* 与 4 可 
交换 , 所 以 它 将 闭 形式 映 为 闭 形 , 将 恰当 形式 映 为 恰当 形式 . 因而 gy* 诱导 de Rham 
群 的 一 个 线性 变换 

9°: H*(B) 一 H*(A). 
(为 了 方便 , 我 们 把 这 个 诱导 变换 仍然 记 为 g* 而 不 记 为 区) 

现在 把 对 给 定 集合 4 上 的 闭 形式 和 恰当 形式 的 研究 转化 为 计算 4 的 de Rham 
群 . 有 几 种 工具 可 以 用 来 计算 这 些 群 . 在 这 里 我 们 考虑 其 中 的 两 种 . 一 种 要 涉及 到 
同 伦 等 价 的 概念 ; 另 一 种 是 一 个 称 为 Mayer-Vietoris 定理 的 一 般 定理 的 特殊 情况 ， 
两 者 都 是 代数 拓扑 中 的 标准 工具 . 

定理 40.1( 同 伦 等 价 定理 ) 令 4 和 B 分 别 是 R* 和 Rm 中 的 开 集 ， 令 
9g:4 一 B 和 hh:B 一 4 是 Cx 映射 . 如 果 goh:B 一 BB 可 微 同 伦 于 BB 上 的 恒 
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等 映射 ig, 而 hog : 4 一 4 可 微 同 伦 于 4 上 的 恒 等 映 射 ia. 那么 g* 和 h* 是 de 
Rham 群 的 线性 的 同 构 . 

如 果 goh 等 于 is 且 hog 等 于 iu, 那么 g 和 上 当然 是 微分 同 胚 . 如 果 g 和 hh 
满足 本 定理 的 假设 , 则 将 它们 称 作 (可 微 的 ) 同 伦 等 价 . 

证 明 如果 是 4 上 的 闭 上 形式 , 其 中 大 >0, 那么 定理 39.2 蕴涵 着 


(hog)n— (ia)’n 
是 恰当 的 . 那么 de Rham 群 的 诱导 映射 满足 等 式 
9 (h°({n))) = {m)}, 


因而 g* oh* 是 H*(4) 到 其 自身 的 恒 等 映 射 . 类 似 的 论证 说 明 h*og* 是 H*(B) 上 
的 恒 等 映 射 . 第 一 个 事实 殖 涵 着 g* 把 H*(B) 映射 到 H*(4) 上 . 因为 给 定 H*(A) 
中 的 {n}, 它 等 于 g*(h*{m}). 第 二 个 事实 昔 涵 着 g* 是 一 一 的 , 因为 等 式 g*{w} = 0 
蕴涵 着 h*(g*{w}) = 0, 从 而 {w} = 0. 

由 对 称 性 , h* 也 是 一 个 线性 同 构 . 口 

为 了 证 明 另 一 个 主要 定理 , 我 们 融 要 一 个 技术 性 的 引 理 . 

引 理 40.2 令 U 和 V 是 R" 中 的 开 集 . 令 X = UV, 并 且 假设 A4=UNV 
是 非 空 的 . 那么 存在 一 个 C™ 函数 6: 久 一 [0,1] 使 得 在 U4 的 一 个 令 域 上 恒 
等 于 0 而 在 V - 4 的 一 个 邻 域 上 恒 等 于 1. 

证 明 参看 图 40.1. 令 { 由 } 是 X 上 属于 开 履 盖 {U,V} 的 一 个 单位 分 解 . 对 
每 个 i, 记 5; = suppb. 把 集 族 {94} 的 指标 集 分 成 两 个 互 不 相交 的 子 集 J 和 KK， 
使 得 对 于 每 个 ie J 集合 5; 包含 在 U 中 ; 而 对 于 每 一 个 ie K, 则 集合 5 包含 在 
VV 中 . (例如 , 可 以 令 J 由 使 得 5, c U 的 所 有 i 组 成 , 而 令 K 由 其 余 的 i 组 成 .) 然 
后 令 


Hz) = Dti(z). 
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局 部 有 限 性 条 件 保证 了 5 在 X 上 是 C™ 的 . 因为 每 个 = e X 都 有 一 个 邻 域 使 得 
9 在 该 邻 域 上 等 于 有 限 个 Ce 函数 的 和 . 

令 a e U4, 我 们 来 证 明 $ 在 a 点 的 一 个 邻 域 上 恒 为 0. 首先 选取 a 的 一 
个 邻 域 W 使 得 它 只 与 有 限 个 集合 S, 相交 . 从 这 些 集合 5, 中 选取 那些 其 指标 属于 
K 的 集合 . 并 且 令 DD 是 它们 的 并 集 . 那么 D 是 闭 的 而 且 DD 不 包含 a 点 . 因而 集 
合 W--D 是 a 的 一 个 令 域 , 并 且 对 于 每 一 个 ie K, 函数 在 W -D 上 为 零 . 由 
此 可 知 , 对 于 ze 殉 一 D,dlz)=0. 

因为 

1 一 wz)= Dh(e), 


全 
而 对 称 性 则 蕴涵 着 函数 1 -5 在 V - 4 的 一 个 邻 域 上 恒 为 0. 口 

定理 40.3 (Mayer-Vietoris 定理 的 特殊 情况 ). 令 U 和 V 是 R" 中 的 开 集 ， 
而 且 U 和 V 在 所 有 维 数 下 都 是 同调 平凡 的 . 令 X = UUV 并 假设 A4=UNV 是 
非 空 的 . 那么 Ho(z) 是 平凡 的 , 而 且 对 于 上 > 0, 空间 H*+1(X) 线性 同 构 于 空间 
HK(A). 

证 明 ” 先 引进 一 些 方便 的 记号 . 如 果 B,C 是 R" 中 满足 B CC 的 开 集 , 并 且 
7 是 C 上 的 上 形式 . 则 用 n|B 表示 在 B 上 的 限制 . 即 咱 B = j"n, 其 中 j 表示 包 
会 映射 j: 8 一 C. 因为 j* 可 与 a 交换 , 由 此 可 知 , 闭 形式 或 恰当 形式 的 限制 仍然 
是 闭 的 或 恰当 的 , 并 且 若 Ac Bc C, 则 (n|B)|4 = 7n|A. 

第 一 步 . 首先 来 证 明 互 "((X) 是 平凡 的 . 令 了 是 X 上 的 闭 0 形式 . 那么 flU 和 
flv 分 别 是 UV 和 Y 上 的 闭 形式 . 因为 UV 和 V 是 0 维 同调 平凡 的 , 所 以 存在 常 函 
数 cl 和 ca 使 得 flU = el 且 JIY = o. 因为 UNV 是 非 空 的 , 所 以 cl = cx. 因而 
f 在 X 上 为 常数 . 

第 二 步 . 令 5 : X 一 0,]] 是 一 个 Cee 函数 并 且 使 得 $ 在 U - 4 的 一 个 邻 域 
世上 为 零 ,而 1 一 4 在 V- 4 的 一 个 邻 域 w' 上 为 零 . 对 于 上 >0, 定义 

6:0(A) — A*+1(z) 
为 
sw) = { dyAw， 在 4A 上 
0， 在 UrUV' 上 . 

因为 在 集合 UV'UV' 上 , db = 0, 所 以 形式 i(w) 是 完全 确定 的 ; 又 因为 4 和 UV: 
是 开 集 , 而 且 它 们 的 并 是 X, 所 以 5(w) 在 X 上 是 Cx 的 . 映射 5 显然 是 线性 的 . 
它 与 微分 算 子 d 在 允许 相差 一 个 符号 的 意义 下 是 交换 的 . 因为 
(-DapAdo， 在 4 上 


SO) { 0 在 wuV' 上 


} = -6(dw). 
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于 是 5 将 闭 形式 映 为 闭 形式 , 将 恰当 形式 映 为 恰当 形式 , 因而 它 诱导 一 个 线性 变换 
§:H*(A) 一 H*+1(X). 
我 们 将 要 证 明了 是 一 个 同 构 . 
第 三 步 . 首先 来 证 明 5 是 一 一 的 . 为 此 只 需 证 明 如 果 w 是 4 中 的 一 个 闭 大 形 
式 并 且 使 得 5(w) 是 恰当 的 , 那么 w 自身 是 恰当 的 . 
假设 a(w) = dg 对 于 X 上 的 某 个 上 形式 9 成 立 . 分 别 将 U 和 V 上 的 大 形式 
wi 和 wz 定义 为 
to， 在 4 上 ， _ [4-0)w， 在 4 上 ， 
3 在 V' 上 . 


那么 wl 和 wz 是 完全 确定 的 并 且 是 C™~ 的 , 参看 图 40.2. 


通过 计算 得 


dp 和 Aw+0， 在 4 上 ， 
{ 0， 在 U' 上 


第 一 个 等 式 从 dw = 0 得 出 . 于 是 
di = 5(wjlU = dolU. 
由 此 可 知 wi 6lU 是 UV 上 的 一 个 闭 形式. 由 完全 类 似 的 证 明 可 知 
dn = 一 dg 


因而 wo +9lV 是 V 上 的 一 个 大 阶 闭 形式 . 
既然 UV 和 V 对 于 所 有 维 数 都 是 同调 平凡 的 . 如 果 k > 0, 这 就 蕴涵 着 在 和 
V 上 分 别 存在 上 一 1 形式 m 和 mm 使 得 


1 — OU = dm,w2 + blv = dr. 
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限制 在 4 上 并 且 相 加 , 则 得 到 
wlA+walA = dmlA+ drm|A, 
这 区 函 着 
B+ (1 一 Ww =d(ml4+m|A). 
因而 w 在 4 上 是 恰当 的 . 
着 人 = 0 则 有 常数 ct 和 cs 使 得 
-OU =a, w+0V = co- 


于 是 
G+ (1— Bw = wl|A+ wlA = e+ ea. 

第 四 步 . 证 明了 将 H*(4) 映射 到 H*+!1(X) 上 . 为 此 只 需 证 明 车 ) 是 X 上 的 
一 个 闭 + 1 形式 , 则 在 4 上 有 一 个 闭 上 形式 w 使 得 7 - 5(w) 是 恰当 的 . 

给 定 % 则 形式 mi 和 nV 是 恰当 的 , 从 而 在 U 和 V 上 分 别 有 大 形式 0 和 
2 使 得 

doi = nlU, ds = nV. 
令 ww 是 由 等 式 
w=0|A— 624A 

定义 的 4 上 的 形式, 那么 w 是 闭 的 , 因为 ds = dbil4 - dbal4 = 1A 一直 4 =0. 
在 X 上 定义 一 个 上 形式 0 如 下 : 


(1-9)01+902， 在 4A 上， 
9= 1 9, 在 U' 上 ， 
02, 在 V' 上 . 


那么 9 是 完全 确定 的 并 且 是 C~ 的 , 参看 图 40.3. 我 们 通过 证 明 
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-6(w) =a0 
来 完成 定理 的 证 明 . 
分 别 在 4 上 、 UV" 上 以 及 V' 上 计算 dp. 限制 在 4 上 则 有 
dlA = [-dp A (011A) + (1— o)(d01|A)] + [dap A (6014) + (dA)] 
nlA+ (1—D)nlA+ dp Al)A— 1A 
=nA+dbA(-w) 
= 川 4 一 5(w)l4. 


限制 在 Vr 上 和 Y' 上 则 有 
dolU’ = dgilo' = nl0’ = 10 ~ SIU’, 
dolV’ = dpalV’ = nV = lV -al 
因为 由 定义 6(w)lv = 0,5(w)lV' = 0 由 此 可 知 
ad0 =7— 5), 


这 正 是 我 们 所 期 望 的 . 口 
现在 我 们 可 以 来 计算 有 孔 的 Euclid 空间 的 de Rham 群 了 . 
定理 40.4 令 m> 1, 那么 


0, k#n—l, 


dimH*(R" 一 0) = 
ei k=n—l. 


证 明 ”第 一 步 . 我 们 来 证 明定 理 对 于 n = 1 成 立 . 令 A = R' - 0, 并 且 写成 
4 = 4oU4i, 其 中 4o 由 负 实 数组 成 而 A 由 正 实数 组 成 . 如 果 w 是 4 上 的 闭 人形 
式 , 并 且 大 > 0, 那么 w|4o 和 w|4; 都 是 闭 的 . 因为 Ao。 和 4i 是 星 西 的 , 所 以 在 Ao 
和 Al 上 分 别 有 上 一 1 形式 m 和 使 得 dn, = w|4,i= 0,1. 在 Ao 上 定义 n=m 
而 在 4 上 定义 = 四- 那么 是 完全 确定 的 并 且 是 Cx 的 , 而 且 满足 dn = w. 

现在 令 及 是 通过 对 = e 4o 置 及 (z) = 0 和 对 z e hi 时 fo(z) = 1 而 定义 的 
4 上 的 0 形式 . 那么 fo 是 一 个 闭 形式 , 但 不 是 恰当 的 . 我 们 要 证 明 陪 集 {f0} 构成 
HH?(4) 的 一 个 基 . 给 定 4 上 的 一 个 闭 0 形式 f, 则 fl4 和 fl4; 是 闭 的 因而 是 从 
当 的 . 于 是 就 有 常数 co 和 cl 使 得 f|4o = co 和 fl4; = ci. 由 此 可 知 对 于 ze A4， 


f(z) = ofo(z) + co. 
于 是 如 所 期 望 的 那样 , 有 {f} = ci{f0}- 
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第 二 步 . 如 果 B 是 Rr 中 的 开 集 , 那么 B x R 就 是 R"+! 中 的 开 集 . 
我 们 要 证 明 对 所 有 及 
dimH*(B) = dimH*(B x R). 

我 们 利用 同 伦 等 价 定理 来 证 . 定义 g : B 一 B x R 为 g(z) = (z,0), 而 定义 
h:BxR 一 B 为 h(z,s) =Zz. 那么 hog 为 B 到 其 自身 的 恒 等 映 射 . 另 一 方面 , 由 
下 式 给 出 的 直线 同 伦 足 以 说 明 goh 可 微 同 伦 于 B x R 到 其 自身 的 恒 等 映 射 : 

H((z,8),t) = t(z, s) + (1 —t)(2,0) = (2, st). 

第 三 步 . 令 n > 1, 假设 定理 对 n 成 立 . 来 证 明 它 对 n+ 1 也 成 立 . 

令 U 和 VV 是 R"+! 中 分 别 由 下 列 两 式 定义 的 开 集 : 

UVU=R"* — {(0,.… ,9, 4) > 0}, 
V=R"t- {(0,.… ,0,t)lt < 0}. 


因而 V 由 R"*+! 中 除了 半 直 线 0x Hi 之 外 的 所 有 点 组 成 , 而 V 则 由 R"+! 中 除去 
半 直 线 0 x L! 以 外 的 所 有 点 组 成 . 图 40.4 列举 了 n = 3 的 情况 . 集合 4 = Uny 
是 非 空 的 , 实际 上 , 4 是 由 R"+! = Rn x R 中 不 在 直线 0 x 及 上 的 所 有 点 组 成 
的 , 即 


-0 xR. 


图 4 40.4 
车 置 X=UUV, 则 
X=R" 
容易 验证 集合 U 关于 Rn+! 中 的 点 p = (0,… ,0, 1) 是 星 凸 的 , 而 集合 V 关于 点 
= (0,… ,0,1) 是 星 凸 的 . 从 上 面 的 定理 可 知 H?(X) 是 平凡 的 , 而 且 对 于 > 0， 
dimH*+1(X) = dimH*(A) 
于 是 由 第 二 步 可 知 , 召 *(4) 与 H*(R" -0) 具有 相同 的 维 数 , 并 且 归 纳 假设 将 涵 着 


当 大 关 m 一 1 时 H*(R" 一 0) 的 维 数 是 0, 而 当 上 = mn 一 1 时 其 维 数 是 1. 这 就 证 明 
了 定理 成 立 . 口 
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让 我 们 用 形式 的 语言 来 重 述 这 个 定理 . 

定理 40.5 令 A4=R"-0, 并 且 n>1. 

(a) 如 果 大 关 m 一 1, 那么 4 上 的 每 个 闭 上 形式 在 4 上 是 恰当 的 . 

(b) 在 4 上 存在 非 恰当 的 n 一 1 次 闭 形式 m. 如 果 7 是 A 上 的 任何 一 个 n 一 1 
阶 闭 形式 , 那么 存在 唯一 的 一 个 标量 c 使 得 7 - cm 是 恰当 的 . 口 

这 个 定理 保证 了 在 Rr -- 0 上 确实 存在 非 恰当 的 n -- 1 阶 闭 形式 , 但 是 并 未 给 
出 求 这 种 形式 的 公式 . 然而 在 上 一 章 的 习题 中 我 们 曾经 得 到 过 这 样 一 个 公式 . 如 果 
mo 是 由 下 式 给 出 的 Rn -0 上 的 一 个 n 一 1 形式. 


m= DD) tfdr A A dz A ANdzrn, 
气 

其 中 f(z) = zu/llzlI", 那么 由 直接 计算 可 以 证 明 mo 是 闭 的 , 其 中 唯一 稍微 有 些 困 
难 的 是 证 明 m 在 S"-: 上 的 积分 不 为 零 , 同样 由 Stokes 定理 可 以 证 明 m 不 可 能 
是 恰当 的 (参看 835 或 838 的 习题). 现在 我 们 利用 这 一 结果 导出 下 列 判断 R" -0 
上 的 n 一 1 阶 闲 形式 是 否 为 恰当 的 判别 准则 . 

定理 40.6 令 A=R"-0,n>1. 如果 7 是 A 上 的 一 个 n-1 阶 闭 形式 , 那 
么 0 在 A 上 是 恰当 的 , 当 且 仅 当 


人 n=0. 
sn- 


证 明 如果” 是 恰当 的 , 那么 由 Stokes 定理 , 它 在 5"-! 上 的 积分 为 0. 另 一 
方面, 假设 这 个 积分 为 零 . 令 m 是 刚才 定义 的 形式 . 由 上 面 的 定理 知道 , 有 唯一 的 
标量 使 得 ) 一 cm 是 恰当 的 . 那么 由 Stokes 定理 . 


hn=eh wm 


因为 m 在 5"-! 上 的 积分 不 为 0, 故 必 有 c = 0. 因而 9 是 恰当 的 . 口 
习 题 


1. (a) 证 明 V/W 是 一 个 向 量 空间 . 

(b) 证 明 由 线性 变换 T 诱导 的 变换 全 是 完全 确定 的 并 且 也 是 线性 的 . 

2. 设 a,… ,an 是 Y 的 一 个 基 , 并 且 它 的 前 个 元 素 构成 线性 子 空间 W 的 一 个 基 . 证 
明 陪 集 ak+i 十 WW,… ,an 十 三 构成 V/W 的 一 个 基 . 

3. (a) 在 n=2 的 情况 下 , 把 定理 40.5 和 40.6 改写 成 关于 R" -0 中 的 向 量 场 和 标量 场 
的 定理 . 

(b) 在 n=3 的 情况 下 重新 改写 这 两 个 定理 . 
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4 令 U 和 VV 是 R" 中 的 开 集 . 令 X = UUV, 并 且 假设 4 = UNV 是 非 空 的 . 令 
了 : H*(4) 一 Ht+1(X) 是 在 定理 40.3 的 证 明 中 所 构造 的 变换 . 为 保证 下 列 结论 成 立 需要 对 
下 (CD) 和 下 (Y) 作 何 假设 ? 

(a) 了 是 一 一 的 . 

(b) 5 的 值 域 是 整个 H**+!(X). 

(e) HO(X) 是 平凡 的 

5. 证 明 下 列 定理 : 

定理 令 p 和 4g 是 R" 中 的 两 点 ,其 中 n>1 那么 


0, k#n-l, 


dimH*(R" —p—q)= 
ee 汪 列 位 k=n—l. 


证 明 令 5 = {p,9}. 利用 定理 40.3 证 明 R"*! 中 的 开 集 R"+! - S x FH! 在 所 有 维 数 
下 都 是 同调 平凡 的 . 然后 像 在 定理 40.4 的 证 明 中 那样 用 归纳 法 进行 . 

6. 利用 形式 语言 重新 证 明 习 题 5 中 的 定理 . 

7, 导出 一 个 类 似 于 定理 40.6 中 那样 的 判定 R" 一 p 一 g 中 的 n 一 1 阶 闭 形式 是 否 恰当 的 
准则 . 

8. 分 别 在 n = 2 和 n = 3 的 情况 下 将 习题 6 和 习题 7 的 结果 改写 成 关于 R" -pg 中 
的 向 量 场 和 标量 场 的 定理 . 
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8$41.， 可 微 流 形 和 Riemann 流 形 


到 目前 为 止 , 我 们 始终 是 在 论述 Euclid 空间 的 子 流 形 和 在 Euclid 空间 的 开 集 
上 定义 的 形式 . 这 种 方法 具有 概念 简单 的 优点 , 人 们 倾向 于 认为 处 理 R" 的 子 空间 
比 处 理 任意 的 度量 空间 更 方便 . 然而 它 也 有 缺点 , 重要 的 思想 有 时 会 被 熟悉 的 环境 
所 掩盖. 

另外 , 在 更 高 深 的 数学 以 及 数学 物理 等 其 他 学 科 中 , 流 形 常常 以 抽象 空间 的 形 
式 出 现 而 不 是 作为 Euclid 空间 的 子 空间 出 现 . 为 了 以 适度 的 普遍 性 来 论述 流 形 问 
题 就 要 求人 们 要 跳出 空间 R" 之 外 来 看 待 问题 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 简短 描述 如 何 实现 这 个 目标 并 且说 明 数学 家 们 实际 上 是 如 何 
看 待 流 形 和 形式 的 . 


一 、 可 微 流 形 


定义 ” 令 M 是 一 个 度量 空间 . 假设 有 一 族 同 胚 ai : UV, 一 W, 其 中 以 是 H* 
或 R* 中 的 开 集 , 而 V 是 M 中 的 开 集 , 并 且 使 得 V 能 驯 盖 M. (为 说 明 os 是 同 
胚 就 要 说 明 a, 将 U 一 一 地 映射 到 人 上 , 而 且 a, 和 ar : 都 是 连续 的 . ) 假设 各 
映射 ou 是 C™ 交 双 的. 这 意味 着 当 Vn V; 非 空 时 , 转移 函数 or :oo 是 C” 的 ， 
映射 a, 称 为 M 上 的 坐标 卡 , 而 且 其 他 任何 C~ 交 肥 于 a 的 同 胚 c :也 一 Y 也 
是 M 上 的 坐标 卡 , 其 中 U 为 H* 或 R* 中 的 开 集 , 而 V 是 M 中 的 开 集 . 度量 空 
闻 M 连同 M 上 的 这 族 坐标 卡 就 称 为 一 个 C~ 可 微 的 维 流 形 . 

在 上 = 1 的 情况 下 , 则 像 以 前 那样 , 特别 约定 坐标 卡 的 定义 域 可 以 是 R1, HI 或 
L! 中 的 开 集 . 

如 果 存 在 M 上 的 一 个 包含 p 点 的 坐标 卡 a: U 一 V 使 得 U 是 R* 中 的 开 集 ， 
则 称 p 是 M 的 内 点 , 否则 称 p 是 M 的 边界 点 M 的 边界 点 的 集合 记 为 9M. 如 
果 a:U 一 V 是 M 上 包含 p 点 的 一 个 坐标 卡 , 那么 p 属于 8M, 当 且 仅 当 U 是 
H* 中 的 开 集 而 且 p = afz) 对 某 个 = es R*~! x 0 成 立 . 其 证 明 与 引 理 24.2 的 证 明 
相同 . 

贯穿 本 节 , M 将 始终 表示 一 个 可 微 的 维 流 形 . 

定义 ”给 定 M 上 的 坐标 卡 ao,ai 如 果 det(ai oao) > 0, 则 称 它们 是 正 交 熏 
的 . 如 果 M 能 被 一 些 正 交 和 登 的 坐标 卡 所 覆盖 , 则 称 M 是 可 定向 的 . M 的 一 个 定 
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向 由 M 的 这 样 一 个 覆盖 以 及 其 他 所 有 与 之 正 交 又 的 举 标 卡 组 成 . 一 个 定向 流 形 是 
由 一 个 流 形 M 连同 它 的 一 个 定向 组 成 的 

给 定 M 的 一 个 定向 {as}, 那么 集 族 {a or} 其 中 + : R* 一 R* 是 反射 映射 
将 给 出 M 的 一 个 不 同 定向 , 并 且 将 它 称 为 与 已 给 定向 相反 的 定向 . 

设 M 是 一 个 带 有 非 空 边界 的 上 维 可 微 流 形 . 那么 9M 是 一 个 -1 维 的 无 边 
的 可 微 流 形 , 并 且 映 射 aob 是 9M 上 的 一 些 坐 标 卡 , 其 中 a 是 M 上 包含 pe 8M 
的 坐标 卡 而 5: R*-! 一 R* 是 映射 


zt zk = (0) 


其 证 明 与 定理 24.3 的 证 明 相同 . 

如 果 M 上 的 坐标 卡 ao 和 an 是 正 交 难 的 , 那么 BM 上 的 相应 坐标 卡 ao ob 
和 aa ob 也 是 正 交友 的 , 其 证 明 就 是 定理 34.1 的 证 明 . 因而 如 果 M 是 定向 的 并 且 
8M 是 非 空 的 , 那么 可 以 通过 在 M 上 取 那 些 属于 Mf 的 定向 并 且 包含 9M 的 点 的 
坐标 卡 再 将 它们 与 映射 5 复合 而 使 9M 定向 . 如 果 上 是 偶数 , 则 用 这 种 方式 得 到 的 
9M 的 定向 称 为 9M 的 诱导 定向 ; 若 上 为 奇数 , 则 将 这 个 定向 的 相反 定向 称 为 BM 
的 诱导 定向 . 

现在 我 们 来 定义 两 个 可 微 流 形 间 的 映射 的 可 微 性 . 

定义 令 M 和 AN 分 别 是 大 维和 nm 维 的 可 微 流 形 ， 设 4 是 M 的 一 个 子 
集 , 并 且 了 : 4 一 N. 如 果 对 于 每 个 z e 4 都 有 M 上 的 一 个 包含 z 点 的 坐标 卡 
a :UVU 一 V 和 NN 上 的 一 个 包含 y= f(z) 的 坐标 卡 8 : W 一 Y, 使 得 复合 映射 
Br-1of oa 作为 从 R* 的 子 集 到 R" 中 的 映射 是 C™ 的 , 则 称 映射 了 是 Cee 的 . 因 
为 转移 函数 是 C™~ 的 , 所 以 这 个 条 件 不 依赖 于 坐标 卡 的 选取 , 参看 图 41.1. 

当然 , 如 果 M 或 者 N 为 Buclid 空间 , 定义 是 类 似 的 , 可 以 将 一 个 流 形 上 的 坐 
标 卡 取 为 该 Buclid 空间 的 恒 等 映 射 . 


人 LN Yle 


图 41.1 


一 个 把 M 映射 到 N 上 的 一 一 映射 f, 如 果 满足 f 和 f-! 都 是 Ce 的 , 则 称 
了 是 一 个 微分 同 胚 . 
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现在 我 们 来 定义 M 的 切 向 量 . 因为 没有 作为 背景 的 Euclid 空间 可 以 参照, 所 
以 切 向 量 的 意义 并 不 明显 . 

我 们 通常 把 R 中 的 一 个 流 形 M 在 某 一 点 p 处 的 切 向 量 表示 成 过 p 点 的 一 条 
C™ 曲线 7 : [a, 一 M 的 速度 向 量 . 这 个 向 量 恰好 是 (p; Dy(to)), 其 中 p = Y(to) 
而 DY 是 7 的 导数 . 

我 们 将 试图 推广 这 个 概念 . 如 果 M 是 任意 一 个 可 微 流 形 , 并 且 + 是 M 中 的 
一 条 C™ 曲线 , 那么 函数 Y 的 “导数 ”表示 什么 ? 我 们 肯定 不 能 在 平常 的 意义 下 来 
谈论 导数 , 因为 M 并 不 在 Euclid 空间 中 , 可 是 , 如 果 a:U 一 V 是 M 上 包含 p 点 
的 一 个 坐标 卡 , 那么 复合 函数 a-+o7 就 是 一 个 从 Ri 的 子 集 到 R* 的 映射 , 因而 可 
以 谈论 它 的 导数 . 我 们 可 以 把 在 to 点 的 “导数 "看 作 这 样 一 个 函数 v : 它 对 每 一 
个 包含 p 点 的 坐标 卡 a 指派 一 个 矩阵 


v(a) = Do ony)tto) 


其 中 p= afto) 
当然 , 矩阵 D(a-!。7) 依赖 于 特定 坐标 卡 的 选取 , 如 果 ao 和 aa 是 包含 p 点 
的 两 个 坐标 卡 , 那么 链 规则 殖 涵 着 这 些 矩 阵 通过 下 式 相关 
vo) = De(zo) 'v(ao)， 


其 中 9 为 转移 函数 g = ai lo ao, 而 zo = ai :(p), 参看 图 41.2. 


这 个 范例 启发 我 们 应 该 怎样 一 般 地 定义 M 的 切 向 量 . 

定义 ”给 定 pe M, 那么 M 在 p 点 的 切 向 量 是 这 样 一 个 函数 v, 它 对 M 上 
包含 p 点 的 每 一 个 坐标 卡 a : U 一 VV 指派 一 个 kx 1 的 列 和 矩阵 , 记 作 v(a). 如 果 
ao 和 an 是 包含 p 点 的 两 个 坐标 卡 , 则 要 求 它们 满足 


(*) v(m) = De(zo) .vtao)， 


其 中 9 = ailoao 是 转移 函数 而 zo = ai !(p). 矩阵 v(a) 的 元 素 称 作 v 关于 a 的 
分 量 . 
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由 (*) 式 可 知 , M 在 p 点 的 切 向 量 v, 一 旦 它 关于 某 一 个 坐标 系 的 分 量 被 给 定 ， 
那么 它 就 是 完全 确定 的 从 (*) 式 还 可 知道 , 如 果 v 和 w 是 M 在 p 点 的 切 向 量 ， 
则 可 以 通过 对 每 个 a 置 


(on + bw)(a) = av(a) + hw(a). 


来 明确 定义 av + bw. 也 就 是 可 以 通过 在 每 个 坐标 卡 中 按 通 常 的 数量 加 法 将 向 量 的 
分 量 相 加 来 实现 向 量 的 加 法 .同样 也 可 以 类 似 地 来 完成 用 一 个 标量 乘 一 个 向 量 的 
数 乘 运算 . 

M 在 p 点 的 切 向 量 的 集合 记 为 万 (M), 并 且 称 之 为 M 在 p 点 的 切 空间 . 容易 
看 出 它 是 一 个 上 维 空间 . 实际 上 , 如 果 , a 是 包含 p 点 的 一 个 坐标 卡 , 并 且 a(z) = 
则 容易 验证 将 五 (M) 映射 到 元 (R*) 的 映射 v 一 (ziv(oa)) 是 一 个 线性 同 构 . 这 个 
映射 的 逆 记 为 


CA A 


它 满足 等 式 a.(z;v(a)) = 
在 M 中 给 定 一 条 C™ 曲线 7: [o, 昌 一 M, 并 且 使 它 满足 Y(to) = p. 定义 该 曲 
线 相应 于 参数 值 to 的 速度 向 量 是 


ua) = D(a™! om7)(to)， 


那么 w 就 是 M 在 p 点 的 一 个 切 向 量 . 容易 证 明 M 在 p 点 的 每 一 个 切 向 量 都 是 某 
条 这 样 的 曲线 的 速度 向 量 . 

评注 ”定义 切 向 量 还 有 另外 一 种 相当 普遍 的 方法 . 现 将 它 描述 如 下 . 

设 v 是 M 在 其 一 点 p 的 切 向 量 . 伴随 于 切 向 量 v 有 在 p 点 附近 定义 的 Co 
函数 上 的 一 个 特定 算 子 X。, 称 之 为 关于 v 的 导数 . 这 是 出 于 如 下 的 考虑 : 

设 f 是 M 上 的 一 个 在 p 点 的 邻 域 中 定义 的 Cx 函数 , 并 且 设 v 是 曲线 Y : 
[a,9] 一 M 上 对 应 于 参数 值 to 的 速度 向 量 , 其 中 7(to) = p. 那么 导数 d(foy)/dt 是 了 
关于 曲线 参数 t 的 变化 率 的 一 种 度量 . 如 果 a : U 一 V 是 包含 p 点 的 一 个 坐标 卡 并 
且 满 足 a(z) = p, 那么 我 们 可 以 将 这 个 导数 表示 如 下 : 写成 foy = (foa)o(a-1o7)， 
并 作 计算 

MD (0) = DY oo)(e) : Dla- eto) 
= D(f oo)(z)-v(a). 
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图 41.3 


参看 图 41.3. 注意 到 该 导数 只 依赖 于 函数 / 和 速度 向 量 v, 而 不 依赖 于 参数 曲 


线 
这 个 公式 引导 我 们 定义 算 子 X。 如 下 : 
如 果 v 是 M 在 已 点 的 一 个 切 向 量 , 而 f 是 在 p 点 附近 定义 的 一 个 Ce 实 值 
函数 . 选取 一 个 包含 p 点 并 且 满足 a(z) = p 的 坐标 卡 a:U 一 V, 并 将 了 关于 
的 导数 定义 为 

Xo(f) = D(f oo)(z): v(o). 


容易 验证 该 导数 不 依赖 于 a 的 选取 . 还 可 以 验证 Xe = Xv+Xw 和 Xcu = cX。. 
因而 向 量 的 和 对 应 于 相应 算 子 的 和 , 而 对 于 向 量 的 数 乘 也 是 类 似 的 . 

注意 到 , 如 果 M = R*, 那么 算 子 X。 恰 好 是 关于 向 量 v 的 方向 导数 

容易 验证 算 子 X。 满足 下 列 性 质 : 

(D (局 部 性 ). 如 果 / 和 9 在 p 点 的 一 个 邻 域 上 一 致 ,那么 X。(f) = Xu(g). 

(2) (线性 ) X。(af + 6g) = aXo(f) + bXo(9). 

(3) ( 积 规则 ). Xe(7 .9) = Xo(/)g(p) + f(p)Xo(9). 

这 些 性 质 实质 上 刻 划 了 算 子 X。 的 特征 . 因而 有 下 列 定理 : 令 X 是 这 样 一 个 
算 子 , 它 对 于 在 p 点 附近 定义 的 每 个 Ce” 实 值 函数 f 指派 一 个 数 , 记 为 X(f), 并 
且 X 还 满足 条 件 (1)~(3). 那么 M 在 p 点 有 唯一 的 一 个 切 向 量 v 使 得 X = X。. 
这 个 定理 的 证 明 需 要 付出 一 些 努 力 . 我 们 在 习题 中 给 出 了 证 明 的 概要 . 

这 个 定理 暗示 了 定义 切 向 量 的 另 一 种 方法 . 可 将 M 在 p 点 的 切 向 量 定义 为 一 
个 只 是 满足 条 件 (1)~(3) 的 算 子 六. 如 果 对 算 子 进行 通常 的 加 法 和 数 乘 运算 , 那么 
这 些 算 子 组 成 的 集合 就 成 为 一 个 线性 空间 , 因而 能 使 它 等 同 于 M 在 p 点 的 切 空间 . 

许多 作者 宁愿 使 用 切 向 量 的 这 种 定义 . 因为 它 符合 “内 北 性 ”的 要 求 , 即 它 不 
显 含 坐标 卡 -. 

现在 我 们 来 定义 M 上 的 形式 . 

定义 M 上 的 一 个 形式 是 一 个 对 每 一 点 pe M 指派 向 量 空间 厂 (M) 上 的 
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一 个 上 阶 交错 张 量 的 函数 w, 即 对 每 个 pe M， 
wu(p) € A(T(M)). 


我 们 要 求 w 按 下列 意 义 是 C~ 的 : 如 果 a:U 一 V 是 M 上 包含 p 点 的 一 个 
坐标 卡 , 并 且 满足 a(z) = p. 那么 就 有 线性 变换 


T=a.:T2(R*) 一 万 (M) 


和 对 偶 变换 
T* :A(T(M)) — A(T(RS)). 


如 果 w 是 M 上 的 一 个 1 形式 , 那么 通常 将 《形式 a*w 定义 作 
(ero)(z) = T"(w(p)). 


如 果 arw 按 通常 意义 在 = 点 附近 是 Ce 的 , 则 称 w 在 p 点 附近 是 Cw 的 . 这 个 
条 件 不 依赖 于 坐标 卡 的 选取 . 因而 若 对 M 上 的 每 个 坐标 卡 a,w 都 是 Ce 的 , 那么 
ar"w 在 先前 定义 的 意义 下 是 C™ 的 . 

今后 假定 我 们 考虑 的 所 有 形式 都 是 Ce 的 . 

令 QA(M) 表示 M 上 的 4 形式 所 组 成 的 空间 . 注意 到 在 M 上 没有 能 使 我 们 像 
在 R" 中 那样 可 将 w 写成 标准 形式 的 基本 形式 . 然而 却 可 以 将 a*w 写成 如 下 的 标 
准 形式 

aw= Dfidr. 
i 

其 中 dzr 是 R* 中 的 基本 形式 . 函数 fi 称 为 w 关于 坐标 卡 a 的 分 量 , 它们 当然 是 
Cem 的. 

定义 ”如 果 w 是 M 上 的 一 个 1 形式 , 则 将 w 的 积分 定义 如 下 : 给 定 pe M， 
并 且 给 定 M 在 p 点 的 切 向 量 v1,… , vin, 在 M 上 选取 一 个 包含 p 点 的 坐标 卡 
a:UVU 一 V, 且 使 a(z) =p, 则 定义 


dl(p) (v1 ,Ven) = darw)j(z)((zioa(o) , (2;ver(o)). 


这 就 是 说 , 我 们 是 通过 选取 一 个 坐标 卡 a, 将 w 拉 回 到 R* 中 的 形式 a*w, 并 
将 v1,… ,viri 拉 回 成 R* 中 的 切 向 量 , 然后 应 用 R* 中 的 算 子 d 来 定义 dw 的 . 可 
以 验证 这 个 定义 不 依赖 于 坐标 卡 a 的 选取 . 于 是 d 是 Cee 的 . 

令 % = wa), 那么 可 将 上 面 的 等 式 写成 下 列 形式 : 


du(p)(ao(z; a1),. 


;01)) = d(ow)(z)((z; a1),.… , (z; aet1)). 
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这 个 等 式 说 明 a*(dw) = d(a*w). 因而 上 面 的 定义 可 以 叙述 成 另 一 种 形式 : 
定义 ”如 果 ww 是 M 上 的 一 个 1 形式, 那么 可 将 di 定义 为 M 上 唯一 一 个 使 
得 下 式 对 M 上 的 每 个 坐标 卡 a 都 成 立 的 !+ 1 形式 : 


ar(du) = dlar). 


其 中 等 式 右边 的 “d” 是 R* 中 通常 的 微分 算 子 , 而 等 式 左边 的 “d” 则 是 我 们 在 M 
中 新 定义 的 微分 算 子 . 

现在 我 们 来 定义 M 上 上 形式 的 积分 . 首先 需要 讨论 单位 分 解 , 因为 我 们 假定 
M 是 紧 的 , 所 以 问题 特别 简单 . 

定理 41.1 令 M 是 一 个 可 微 的 紧 流 形 . 给 定 M 的 一 个 由 举 标 卡 组 成 的 覆 
盖 . 则 存在 一 组 C~ 函数 办 : M 一 Rii= 1,… ,4, 使 得 

(1) 对 每 个 pe M, 均 有 办 (p) > 0. 

(2) 对 于 每 一 个 指标 i, 支 集 sappdi 均 能 被 一 个 给 定 的 坐标 卡 歼 盖 . 

(3) 等 式 Zp,(p) = 1 对 每 个 pe M 都 成 立 . 

证 明 ”给 定 pe M, 选取 一 个 包含 p 点 的 坐标 卡 a:U 一 V. 令 a(z) =p, 选 
取 一 个 非 负 的 Cs。 函数 1 ; U 一 R, 其 支 集 是 紧 的 并 且 包 含 在 U 中 , 而 且 使 1 在 
z 点 的 值 为 正 值 . 定义 加: M 一 了 为 


_f yortw), 考 er 
by)= { o, 其 他 情形 . 


因为 f(a-:(y) 在 V 的 一 个 紧 子 集 外 面 为 零 , 所 以 函数 yp 在 M 上 是 Cee 的 . 
现在 w 在 包含 p 点 的 一 个 开 集 Up 上 是 正 的 .用 有 限 多 个 开 集 U,, 比方 说 
了 = Pi，… ,pe 来 敢 盖 M. 然后 置 


4 
和 =》 如 ， = ( 划 几 : 品 


et 


定义 ” 令 M 是 一 个 定向 的 大 维 可 微 紧 流 形 . 令 w 是 M 上 的 一 个 人 形式. 如 
果 w 的 支 集 在 属于 M 定向 的 单个 坐标 卡 a :U 一 V 中 , 则 定义 


Wy 
BN 


一 般 , 选取 上 面 定理 中 的 1,… ,br, 并 且 定义 


[2-8 


.202 第 九 章 ”尾声 一 R" 以 外 的 世界 


用 通常 的 论证 方法 可 以 证 明 这 个 积分 是 完全 确定 的 并 且 是 线性 的 . 

最 终 我 们 可 以 得 出 下 列 定理 . 

定理 41.2(Stokes 定理 ) ” 令 M 是 一 个 定向 的 大 维 可 微 紧 流 形 . 令 必 是 M 上 
的 一 个 -1 形式 . 车 9M 是 非 空 的 , 则 给 出 它 的 诱导 定向 , 那么 


w= 
my lam 


如 果 9M 是 空 集 , 那么 人 和 = 

证 明 ”先前 给 出 的 讶 明 可 以 原封 不 动 的 照 氢 . 因为 所 有 计算 都 可 以 在 坐标 卡 
上 来 进行 而 无 需 作 任何 改变 . 在 = 1 和 3M 是 0 维 流 形 时 所 涉及 到 的 特别 约定 
可 以 完全 像 以 前 一 样 地 进行 处 理 . 0 

不 仅 Stokes 定理 可 以 推广 到 抽象 可 微 流 形 , 而 且 对 第 八 章 中 关于 闭 形式 和 恰 
当 形式 的 结果 也 可 以 作 相应 的 推广 若 给 定 M, 则 可 将 M 的 上 维 de Rham 群 定 
义 为 M 上 的 闭 上 形式 组 成 的 空间 模 恰当 k 形式 的 空间 所 得 的 商 , 可 用 各 种 不 同 
的 方法 来 计算 这 些 商 空间 的 维 数 ,包括 利用 一 般 Mayer_Vietoris 定理 ,如果 把 M 
写成 M 中 的 两 个 开 集 0 和 的 并 , 则 可 给 出 MD 及 UNV 的 de Rham 群 之 
间 的 关系 . 在 文献 [B 一 T] 中 对 这 些 问题 作 了 探讨 . 

向 量 空间 1*(M) 显然 是 M 的 一 个 微分 同 胚 不 变量 . 令 人 感到 惊奇 和 意外 的 
是 , 它 竟然 还 是 M 的 拓扑 不 变量 ， 这 意味 着 如 果 M 与 N 同 胚 , 那么 向 量 空间 
H*(M) 和 H*(N) 就 是 线性 同 构 的 . 这 个 事实 就 是 著名 的 de Rham 定理 的 结论 . 该 
定理 说 的 是 , M 上 的 闭 形式 模 恰当 形式 所 得 到 的 商 代数 同 构 于 代数 拓扑 中 对 任意 
拓扑 空间 定义 的 一 种 代数 , 而 这 种 代数 称 为 “ 带 实 系数 的 M 的 上 同调 代数 .” 
二 、Riemann 流 形 

我 们 已 经 说 明 如 何 把 Stokes 定理 和 de Rham 群 推广 到 抽象 的 可 微 流 形 上 . 现 
在 我 们 来 考虑 另 一 些 曾经 论述 过 的 问题. 令 人 惊奇 的 是 其 中 很 多 不 能 轻易 推广 . 

例如 流 形 M 的 体积 概念 以 及 M 上 的 标量 函数 关于 体积 的 积分 /Ja 这 
些 概念 不 能 推广 到 抽象 可 微 流 形 . 

这 是 为 什么 呢 ? 回答 这 个 问题 的 一 种 方法 是 注意 到 , 根据 836 的 讨论 , R" 中 一 
个 定向 的 维 紧 流 形 M 的 体积 可 用 下 式 来 定义 


00= 人 ww 


其 中 ww 是 M 的 “体积 形式 ”, 即 w。 是 这 样 一 个 大 形式 , 它 在 五 (M) 的 属于 该 切 
空间 自然 定向 的 任何 规范 正 交 基 上 的 值 为 1. 在 这 种 情况 下 , 万 (M) 是 万 (Rn) = 
px R" 的 一 个 线性 子 空间 , 因而 万 (M) 有 一 个 从 R" 中 的 点 乘积 导出 的 自然 内 积 . 
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关于 体积 形式 的 这 种 概念 不 可 能 推广 到 任意 的 可 微 流 形 上 , 因为 一 般 在 万 (M) 上 
没有 内 积 , 因而 也 就 不 知道 向 量 组 规范 正 交 的 意义 . 

为 了 把 体积 的 定义 推广 到 可 微 流 形 M 上 , 就 需要 每 个 切 空间 万 (M) 上 都 具有 
内 积 . 

定义 ” 令 M 是 一 个 可 微 的 上 维 流 形 . M 上 的 一 个 Riemann 度量 是 一 个 定义 
在 每 个 切 空间 万 (M) 上 的 内 积 (v,w), 并 且 要 求 它 作为 M 上 的 一 个 2 阶 张 量 场 是 

的 . 一 个 Riemann 流 形 是 由 一 个 可 微 流 形 M 连同 M 上 的 一 个 Riemann 度量 
组 成 的 . 

(注意 , 这 里 行文 中 所 使 用 的 “度量 ”一 词 与 在 “度量 空间 ”这 个 术语 中 所 使 用 
的 度 最 一 词 无 关 . ) 

诚然 , 对 任何 一 个 可 微 流 形 M 来 说 , 在 M 上 都 存在 Riemann 度量 , 其 证 明 并 
不 特别 困难 , 可 以 利用 单位 分 解 来 证 . 但 是 Riemann 度量 不 一 定 是 唯一 的 . 

给 定 M 上 的 一 个 Riemann 度量 , 则 相应 地 有 一 个 对 五 (M) 的 向 量 上 元 组 定 
义 的 体积 函数 V(w:,…… ,uk)( 参 看 $21 的 习题 ). 于 是 就 可 以 像 以 前 那样 定义 标量 函 
数 的 积分 . 

定义 令 M 是 一 个 上 维 紧 Riemann 流 形 . 令 f : M 一 R 是 一 个 连续 函数 . 
如 果 f 的 支 集 可 由 单个 坐标 卡 a : U -* Y 覆盖 , 则 将 /在 M 上 的 积分 定义 为 


A 人 = 人 Uoaveie0 as 人 cien) 

必 eo 

正如 825 中 那样 , 一 般 要 用 单位 分 解 来 定义 f 在 M 上 的 积分 . M 的 体积 则 定义 为 
u(M) = 人 av. 


和 如果 M 是 定向 的 紧 Riemann 流 形 , 那么 就 像 以 前 那样 , 可 将 M 上 的 上 形式 
的 积分 三 包 解释 为 基 个 标量 函数 的 积分 / XdV, 其 中 Xp) 是 w(p) 在 由 M 在 p 
点 的 大 个 徊 向 其 组 成 的 规范 正 交 组 上 的 人 并 且 要 求 这 个 向 量 组 属于 (从 M 的 定 
向 导出 的 )7z(M) 的 自然 定向 . 如 果 A(p) 恒 等 于 1, 则 将 w 称 为 Riemann 流 形 M 
的 体积 形式 , 并 且 记 作 ww, 那么 
u(M) = / wo. 


对 于 一 个 Riemann 流 形 M 而 言 , 将 会 伴随 产生 大 量 有 趣 的 问题 . 例如 , 可 以 
定义 光滑 数 曲 线 7 : [a, 相 一 M 的 长 度 . 它 恰 好 是 积分 值 
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式 中 的 被 积 函数 是 曲线 y 的 速度 向 量 的 模 , 当然 是 用 五 (M) 上 的 内 积 定义 的 . 于 
是 就 可 以 讨论 “ 测 地 线 ” 问题. 所 谓 测 地 线 就 是 M 上 连接 两 点 的 最 短 曲线 . 继而 讨 
论 诸如 “曲率 ”等 这 样 一 些 问题 . 所 有 这 些 问题 都 将 在 一 个 称 作 Riemann 几何 的 学 
科 中 论述 , 希望 读者 能 去 研究 这 门 学 问 . 

最 后 是 一 个 评注 . 正如 我 们 已 经 指出 的 那样 , 本 书 所 做 的 大 部 分 事情 都 能 推广 
到 抽象 可 微 流 形 上 或 者 推广 到 Riemann 流 形 上 . 但 是 $38 中 给 出 的 用 标量 场 和 向 
量 场 对 Stokes 定理 所 作 的 解释 却 是 不 能 推广 的 . 理由 是 显然 的 . $31 中 的 “平移 函 
数 ”, 对 于 k 的 某 些 特定 值 , 它 可 以 将 R" 中 的 上 形式 解释 成 R" 中 的 标量 场 或 向 
量 场 , 本 质 上 依赖 于 R" 中 定义 的 既 有 形式 , 而 不 依赖 于 某 个 抽象 流 形 M, 而 且 算 
子 grad 和 div 只 适用 于 R" 中 的 标量 场 和 向 量 场 , 而 curl 算 子 只 适用 于 Ra 中 , 甚 
至 流 形 M 的 法 向 量 概念 不 只 依赖 于 M 本 身 而 且 还 要 依赖 于 外 围 空 间 . 

换 句 话说 , 虽然 流 形 和 微分 形式 以 及 Stokes 定理 等 在 Euclid 空间 以 外 也 有 意 
义 , 但 是 经 典 的 向 量 分 析 在 欧 氏 空间 以 外 却 没 有 意义 . 

习 题 

1. 证 明 如 果 ve 万 (M), 那么 v 是 M 中 某 条 过 p 点 的 Cx 曲线 的 速度 向 量 . 

2. (a) 令 we 万 (M), 证 明 算 子 Xe 是 完全 确定 的 . 

(b) 验证 算 子 Xw 的 性 质 (1)~(3). 

3, 如 果 w 是 M 上 的 一 个 4 形式 , 证 明 ds 是 完全 确定 的 ( 即 不 依赖 于 坐标 卡 a 的 选取 )， 

4. 验证 Stokes 定理 对 任意 可 微 流 形成 立 . 

5. 证 明 任何 可 微 的 紧 流 形 都 有 Riemann 度量 . 

*6. 令 M 是 一 个 可 微 的 k 维 流 形 且 pe M. 令 X 是 在 p 点 附近 定义 的 Ce” 实 值 函数 
上 的 一 个 算 子 , 并 且 满足 局 部 性 、 线 性 和 积 规则 . 那么 恰好 有 AM 在 p 点 的 一 个 切 向 量 v 使 得 
X = Xw, 证 明 如 下 : 

(a) 令 下 是 R* 中 由 适合 |z| < e 的 所 有 z 点 组 成 的 开 立 方 体 U 上 定义 的 一 个 Ce 函 
数 , 证 明 有 在 U 上 定义 的 C"” 函 致 g1,… ,gx 使 得 


F(z)-F(0)=) ,9(z), zeU. 
7 
提示 , 置 
gu(z) = /有 D,F(z1 -buz0… ,0). 
那么 9 是 Cm 的 并 且 有 
es 
aog 人 = 人， 忆 Peeo an80 O). 
(b) 若 已 和 9 如 (a) 中 所 述 , 证 明 


D,F(0) = 9,(0). 
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(c) 证 明 如 果 c 是 一 个 常 函数 , 那么 X(c) = 0. [提示 : 证 明 X(1-1)=0] 

(d) 给 定 闵 , 证 明 至 多 有 一 个 v 使 得 X = Xo| 提 示 : 令 a 是 一 个 包含 p 点 的 坐标 卡 . 令 
产 = ar!. 车 X = Xw, 那么 证 明 v(a) 的 分 量 是 X(h,)]. 

(e) 给 定 X, 证 明 存 在 一 个 v 使 得 X = X。. | 提示 : 令 a 是 一 个 使 得 a(0) = p 的 华 标 卡 ， 
令 h= ar 置 w =X(o), 而 令 w 是 P 点 的 一 个 切 向 量 并 且 使 得 v(a) 的 分 量 为 mu， ,uk 
给 定 在 p 点 附近 定义 的 f, 置 下 =f oa 那么 


Xo(f) = D,F(O) -ws 
7 


像 在 (a) 中 那样 , 对 0 点 附近 的 =, 写成 F(z) = 5 zyg)(z) + F(0). 那么 , 在 p 点 的 一 个 邻 


域 中 有 
f= h, (9 oh)+F(O). 


利用 X 的 三 个 性 质 计算 X(f).] 
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半球 , half-ball， 89 
半球 面 , hemisphere, 822 
保持 第 i 个 坐标 , preserve it coordinate, 818 
保持 定向 的 , orientation-preserving. 
线性 变换 , linear transformation, §20， 
微分 同 胚 ,difeomerphism , §34 
保守 向 量 场 , conservative vector fieid, 第 八 章 
引言 
本 原 微分 同 胚 , primitive diffeomorphism , 818 
比较 性 质 , comparison property 
积分 的 , of integral, $13 
广义 积分 的 , of extended integral , §15 
闭 包 , closure, §3 
闭 集 , closed set, 38 
闭 立方 体 , closed cube, 83 
闭 形式 ,closed form, 830 
非 恰当 的 , not exact, §30837540 
边界 ,baundary 
集合 的 , of set, BdA, 83 
流 形 的 , of manifold, 6M, $24, $41 
边界 的 诱导 定向 , induced orientation of 
boundary, §34, §37841 
变量 替换 , change of variables, 817 
变量 替换 定理 , change of variables theorem, 
§17 
标 架 ,frame, $20. 
标量 函数 的 积分 , integral of scalar function. 
参数 流 形 上 的 , over paramitrized- 
manifeld, §22, 
黎 曼 流 形 上 的 , over Riemann manifeld ， 
341. 
流 形 上 的 , over manifold, 825 
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标量 场 , scalevr field, $5, §29 
标准 基 , standard basis, §1 
不 可 定向 的 流 形 , non-orientable mani- 
fold, §34 
0™( 类 ) 的 , class C™, 86， 
C1( 类 ) 的 ,class C1, 86 
Cr( 类 ) 的 , class C"， 
函数 , function，86, $16, 823. 
流 形 , manifold, §23, 841. 
流 形 的 边界 , manifold-boundary, 824 
向 量 场 , vector field, §29 
形式 , form $29. 841 
张 量 场 , tensor field, 829 
参数 流 形 , parametrized-manifold, Yag822 
体积 , volume, §22 
参数 曲面 , parametrized-surface, 822 
参数 曲线 , parametrized-curve, §2, 822， 
叉 乘 积 ,cross product , §21, 838 
长 度 , length, 第 五 章 引言 
参数 曲线 的 , of parametrized-curve, 822 
区 间 的 , of interval, 810 
向 量 的 , of vector, §1 
乘法 , multiplication, 
和 矩阵 的 , of matrices, §1, 
数 乘 , by scalar, 81 
初等 行 运算 ,elementary row operation ，81 
初等 矩阵 ,elementary matrix, §2 
初等 置换 ,elementevry permutation, 827 
从 点 到 集合 的 距离 , distance from point to 
set, dfz,C)8 
达 布 积分 , Darboux integral, §10 
代 换 规则 , substitution rule, §17. 
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单调 性 , monotonicity ， 
积分 的 , of integral, $13 
广义 积分 的 , of extended integral, §15 
体积 的 , of volume, §14 
单位 分 解 , partition of unity, $16 
流 形 上 的 , on manifold, $25, 841 
单位 矩阵 , identity matrix, IsS1 
导数 , derivative , DJ, 85 
反 函 数 的 ,of inverse, §7. 
方向 ~, directial，85. 
复合 函数 的 , of composite, 87 
德 拉 姆 定理 ,de Rham theorem , 841 
德 拉 姆 群 , de Rham group ,H*(A), §40 
R" 一 0 的 of R" 一 0, 840 
及" -一 9 的 , of R"*—p—q, 540 
等 距 变换 ,isometry, 814,820 
保持 体积 , preserve volume , §20 
递增 k 元 组 ,ascending k tuple, 821 
点 乘积 ,dot product, §1 
定向 ,orientation 
边界 的 , for boundary, 834 
流 形 的 , for manifold, 834, 841. 
0 维 流 形 的 , for 0-manifold, $37. 


n 一 1 维 流 形 的 , for n 一 1 manifold, §34, 


8$38 
n 维 流 形 的 , for n manifold, 834. 
向 量 空间 的 , for vactor space, $20, $34. 
1 维 流 形 的 , for 1 manifold, $34 
定向 流 形 , oriented manifold, $34, $41 
度量 , metric 83 
黎 曼 ~, Riemannian, §41 
欧 几 里 得 ~, euclidean, §3 
上 确 界 ~, sup, 83 
度量 空间 , R", metric space, 83. 
对 称 集 , symmetric set, 819 
对 称 群 ，Sk symmetric group ,827. 
对 称 张 量 , symmetric tensor, §27. 
对 角 线 , diagonal, 84 


对 偶 变 换 , dual transformation, 
形式 的 , of form, $32 
性 质 , property , §32 
演算 , calculation, §32 
张 量 的 , of tensor, T*, §26 

多 ( 重 ) 线性 的 , multi linear, 826 

反对 称 的 , skew-symmetric, 831 

反 和 函数, inverse function, 
导数 , derivative, 87 
可 微 性 , differentiability, 88 

反 函 数 定 理 , inverse function thearem, 88 

方向 导数 ,directional derivative, §5 

非 奇 异 矩 阵 , non-singular matrix, 82 

非 正常 积分 , improper integral, 815 

分 最, companents， 
交错 张 量 的 ,of alternating tensor, $27 
形式 的 , of form 8$29 

分 量 函 数 , component function ,83. 

分 量 区 间 , component interval, 810 

复合 函数 , composite function 
Cr 的 , class C", 87. 

可 微 性 , differentiability, $7 

覆盖 , covering, 84. 

富 比 尼 定 理 , Fubini theorem， 
简单 区 域 的 , for simple regions, 814 
矩形 的 , for rectangules, 812, 

高 斯 定理 , Gauss' 'Theorem, §38. 

高 斯 - 若 当 化 简 , Gauss-Jordan reduction 
§1. 

格拉 姆 - 施 密 特 方法 , Gram-Schmidt pro- 
Cess, §21. 

烙 林 定理 , Green's theorem ,837. 

共同 加 细 , common refinement, §10 

孤立 点 ,isolated point, $3 

关于 第 :个 变量 线性 的 , linear in it*variable， 
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广义 积分 , extended integral, 815. 

性 质 , properties , §15 
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作为 积分 的 极限 ,as limit of integrals, 
§15, 
作为 级 数 的 极限 ,as limit of series, 816 
行 标 , row index, §1 
行 矩 阵 , row matrix, §1. 
行 空间 , row space, $1. 
行列 式 , determinant, 
定义 , definition, §27. 
公理 , axioms , 82. 
公式 ,formula, 827 
儿 何 解释 , geometric, interpretation, §20 
性 质 , properties, 82. 
乘积 的 , of product, 82. 
转 置 的 , of transpose, §2， 
行 运算 , row operasion, §1 
行 秩 , row rank, 81. 
弧 ,are 337. 
弧 的 起 点 , initial point of arc, 837. 
弧 的 终点 , final point of arc , §37. 
划分 ,partition 
和 矩形 的 , of rectangle, $10. 
区 间 的 , of interval, $10， 
环 面 , torus, $17. 
面积 , area, $25 
作为 流 形 , as manifold, 824 
混合 偏 导数 , mixed partials, $6, 812， 
奇 置换 ，odd permutation, 827. 
积分 , integral. 
常 函数 的 ,of constant, §10. 
极 大 、 极 小 函数 的 , of max, min, $13. 
简单 区 域 上 的 , over, simple region , §14. 
矩形 上 的 ，over, rectangle, 810, 
可 求 积 集 上 的 , over rectifiable set, §14. 
区 间 上 的 , over interval, §10. 
有 界 集 上 的 , over bounded set, 813. 
积分 的 线性 性 质 , linearity of integral, 
标量 函数 积分 的 ,of scalar function, $25， 
常 义 积分 的 , ordinary, 813. 


广义 积分 的 , extended, §15. 
形式 积分 的 , of form, 835. 
基 , basis, §1 
切 空间 的 , for tengent space. 829 
R" 的 8§1 
基本 交错 张 量 . elementary alternating ten- 
sor, $1, §27 
基本 大 张 量 , elementary k-tensor, 829. 
基本 大 形式 ,elementary k-from, §29, 830. 
基本 1 形式 , elementary 1-from, §29, §30. 
极 值 定理 , extreme-volume theorem, 84 
极 坐标 变换 , polar coordinate transforma- 
tion, 86, 817. 
集合 的 外 部 , exterior of A, Ext A,83， 
加 法 , addition, 
甜 阵 的 , of matrices, §1. 
向 量 的 , of vectors, §1. 
简单 区 域 , simple region, 814 
简化 梯形 (矩阵 ), reduced echelon form, §1. 
交错 张 最 , alternating, tensor, 827. 
交错 张 量 空间 , space of alternating k tensors, 
A*(V), §27 
阶梯 形 ( 短 阵 ), echelon form, §1. 
截面 , cross-section, 826. 
紧 的 , compact, 84. 
里 性 , compactness, 
和 矩形 的 , of rectangle, 84. 
区 间 的 , of interval, $4. 
紧 支 集 , compact support. §16 
局 部 Cr 的 , toeally of class C", §23 
局 部 有 界 的 ,locally bounded, §15. 
和 矩形, rectangle, 83 
矩形 的 面 , face of rectongle, §11. 
撼 形 族 的 总 体积 ,total volume of rectangles, 
§11. 
矩阵 , matrix, §1 
行 ,row , 81. 
烈 column, §1. 
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元 , entry, §1. 
秩 , rank, §1. 
初等 的 , elementary, 82. 
非 奇 异 的 , non-singlar, 82 
可 地 的 , invertible, 82， 
奇异 的 , singular, 82. 
拢 阵 的 加 法 , matrix addition, §1. 
矩阵 的 阶 ,size of matrix, §1. 
矩阵 的 积 , product of matrices. §1. 
和 拢 阵 的 余子 式 , matrix c ofactors, 82， 
短 阵 的 对 法 . matrix, multiplication, 81 
大 形式 构成 的 线性 空间 ,9*， linear space of 
k-forms, §30 , $41. 
开 各 六 ,open covering, 84. 
开 集 , open set, $3. 
开 丛 形 , open rectangle, 33. 
开 立 方 体 , open cube, 83. 
开 球 , open ball, 83. 
柯 西 - 施 瓦 艾 不 等 式 , Cauchy-Schwarz inequ- 
clity, §1, 
可 定向 的 , orientable, §34, 541. 
可 积 的 , integrable, §10. 
广义 可 积 的 , extended sense, 815. 
可 加 性 , additivity, 
积分 的 ,of integral, $13, 
广义 积分 的 , of extended integral, §15, 
体积 的 , of volume, 814. 
可 道 矩 阵 , invertible matrix, §2. 
可 求 积 集 , rectifiable set，$14. 
可 微 的 , difierentiable, §5. 
可 微 流 形 , differentiable manifold, §41. 
可 微 同 伦 ， differentiable homotopy 839. 
可 微 同 伦 的 ,differentiable hometopie, 839， 
克 莱 姆 法 则 , Cramer rule, §2. 
克 莱 菌 瓶 , Klein bottle, §34 
宽度 , width, 810. 
莱 布 尼 北 法则 , Leibnitz rule, 839. 
莱 布 尼 慈 记号 , Leibnitz notation, 87. 


累 次 积分 iterated integral §12. 
黎 曼 度量 , Riemannian metric, 841. 
黎 曼 积分 , Riemann integral, 810. 
黎 受 流 形 , Riemannian manifold, S41. 
黎 曼 条 件 , Riemann condition, 810. 
李 普 希 兹 条 件 , Lipschitz condition, §18. 
李 群 , Lie group, $24. 
立方 体 , cube, 83. 
连通 的 , connected, 84. 
连通 性 , connectness, 
区 和 的 , of interval, 64， 
西 集 的 ,of convex, set, 84. 
连续 的 , continuous, $3. 
连续 可 微 的 , continuously diferentiable, 86. 
连续 性 ,continuity 
代数 运算 的 , nf algebraic operation, 63. 
复合 运算 的 , of composites, 83. 
射影 的 , of projection, §3. 
限制 映射 的 , of restriction, 83， 
链 规则 , chain role, §7. 
列 标 , column index, $2. 
列 空间 , column space, 82. 
列 矩 阵 , column matrix, $2. 
列 秩 , column rank, 8$2. 
邻 域 , neighborhood, 83. 
点 的 ,of point, 83. 
6- 邻 域 , e-neighborhood, §3， 
集合 的 , of set, 83. 
等 测度 , nieasure zero， 
流 形 上 的 , in manifold, 825， 
Rn 中 的 , in R", $11. 
流 形 , manifold, 823. 
零 维 的 , of dimension O, $23, 
无 边 的 , wilhout boundary, §23. 
梅 耶 尔 - 维 埃 托雷斯 定理 , Mayer-Vietoris 
thearem, §40. 
面积 , area, 第 五 章 引 言 
参数 曲面 的 ,of parametrized-surface, 
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822. 流 形 的 , to manifold, §29, 841， 
环 面 的 , of torus, §25. Rn 的 , to R", 829. 
二 维 球面 的 , of 2-sphere, §25. 切 空间 的 通常 基 , usual basis for tangent 
模 ( 范 数 ) norm , §1. apace, §29. 
最 比 乌 斯 带 , M5bius band, 834. 切 向 量 , tangent vector, 
n 一 1 维 流 形 的 法 向 量 场 , normal field to n 一 1 流 形 的 , to manifold, $29, $41 
manifold, 公式 , formula, $38 Re 的 , to R", 829. 
n 一 1 维 球面 , n 一 1 sphere, §24. 切 向 量 场 , tangent vector field, 
体积 , volume, 825. 流 形 的 , to manifold, §29. 
切 向 量 场 , tangent vector field， Rn 的 , to R", $29. 
作为 流 形 , as manifold, $24. 球 坐 标 变换 , spherical coordinate transforma- 
内 部 , interior, Int 4, §3. tion, 86, §17. 


集合 的 ,of set 83， 
流 形 的 , of manifold, 8$24, $41. 
内 积 , inner product, §1, 
内 积 空间 , inner product space, $1. 
内 向 法 线 , inward normal, §38. 
逆 矩 阵 , inverse matrix, 82. 
公式 , formula, 82， 
逆序 置换 中 的 ), inversion, in a permutation, 
827, 
欧 几 里 得 度量 , euclidean matric, §3. 
欧 几 里 得 范 数 , euclidean norm, §1. 
欧 几 里 得 空间 ,euclidean space, $3. 
偶 置 换 ，even permutation, 827. 
庞 加 莱 引 理 , Poincaré lemma, $39. 
障 集 , coset, §40. 
皮 亚 诺 曲 线 , Peano curve, 818. 
偏 时 数 ，partial derivetives, 85. 
二 阶 的 , second-crder, §6. 
混合 偏 导数 等 式 ， eguality of mixed, 86, 
§12. 
平行 六 面体 , parallelopiped, §20. 
体积 ,volume, $20, 821. 
育 异 矩阵 , singular matrix, §2. 
恰当 形式 ,exact form, 830. 
切 从 , T(M), tangent bundle, §29. 
切 空间 , Te(M), tangent space. 


区 域 不 变性 , invariance of domain, 68, 
趋向 极限 , approaches as a limit, 83. 
确 界 度量 , sup metric, $3. 
确 界 范 数 ，sub norm, §1. 
车 当 可 测 的 , Jordan-measurable, 814. 
车 当 容 度 , Jordan content 
三 角形 , triangle, $22. 
形 不 等 式 , triangle ineguality, 81. 
散 度 , divergence, $31. 
散 度 定理 , divergence tneorem, 8$38. 
商 空间 , guotient space, V/W, 840. 
上 半空 间 , upper half-space, H*, H4, $23. 
上 和 , upper sum, §10. 
上 积分 , upper integral, §10. 
实心 环 , solid torus, 817. 
体积 , volume, 817. 
作为 流 形 , as manifold, $24. 
势 函数 , patential function, 第 八 章 
引言 
斯 托 克 斯 定理 , Stokes’ theorem, 
红 的 , for are, 837. 
可 微 流 形 的 ,for differentiable manifold， 
$41. 
R" 中 的 上 维 流 形 的 , for hmanifold in 
R", §37. 
Rs 中 的 曲面 的 , for surface in R?,838, 


1 维 流 形 的 , for 1-manifold, §37. 
速度 向 量 , velocity vector, §5, $29, 541. 
梯度 , gradient, 85, 831. 
梯度 定理 , gradient theorem, 838. 
体积 ,volume 

参数 流 形 的 , of parametrized-manifold， 

§22, 
和 矩形 的 ,of rectangle, $10. 
黎 受 流 形 的 , of Riemannian manifold, 
41. 

流 形 的 , of manifold, $25， 

M x N 的 , of M x N, 825. 

mn 维 球 的 , of n-ball, §19. 

n 维 球面 的 , of n-sphere, $25. 

平行 六 面体 的 , of parallelopiped, $22, 

实心 环 的 , of solid torus, §17. 

有 界 集 的 , of bounded set, §14. 

锥 的 ,of cone, 819. 
体积 的 毕 达 机 拉 斯 定理 , Pythagorean theo- 

Tem for volume, §2. 
体积 函数 , volume function, 821. 
体积 形式 , volume form, §36. 

黎 曼 流 形 的 , for Riemannian manifold, 

541. 
同调 平凡 的 , homologically trivial, $30. 
同 构 (线性 的 ), isomorphism, linear, §1, 
同 胚 , homeomorphism, §41. 
同 伦 , homotopy. 

可 微 的 , differentiable, 8$39. 

直线 的 , straight-line, 839. 

同 伦 等 价 , homotopy, equivalence, §40. 
同 伦 等 价 定理 , homotopy equivalence 

thearem, §40. 
投影 映射 , projection map, §19. 
拓扑 性 质 , topological praperty, 83. 

上 的 , convex, 84. 
图 ( 形 ), graph, §11, §14. 
外 (向 ) 法 线 , outward normal, 838. 


网 格 , mesh, §10. 
微分 , differential， 
大 形式 的 , of k-form, §30， 
0 形式 的 , of 0-form, 830， 
微分 算 子 differential operator, 830. 
流 形 上 的 , in manifold, 841. 
作为 方向 导数 , as directional derivative, 
$30. 
微分 同 胚 , diffeomorphism, §17. 
保持 可 求 积 性 , preserve rectifability, 
S18, 
本 原 的 , primitive, §18. 
流 形 的 , of manifolds, 841. 
微分 形式 , differential form, 
零 次 的 ,of order 0, $29. 
流 形 上 的 , on manifold, 841. 
R" 的 开 集 上 的 , on open set in R", 829. 
微 积分 基本 定理 , fundamental thearem of 
calulus, §1 
下 和 , lower sum, §10, 
下 积分 , lower integral, 810. 
限制 , restriction, 
形式 的 , of form, §10. 
坐标 卡 的 ,of coordinate patch, 810. 
线段 , line segment, 84. 
线 积分 , line integral, §33. 
线性 变换 , linear transformation §1. 
线性 空间 , linear space, §1 
大 形式 的 ,of k-form, 830. 
线性 同 构 , linear isomorphism, 81. 
线性 无 关 , independent, §1. 
线性 子 空间 , linear subspace, §1. 
线性 组 合 , linear combination, §1. 
相反 定向 , opposite orientation, 
流 形 的 , of manifold, §34, §41. 
向 量 空间 的 , of vactor space, 820. 
向 量 , vector, $1 
向 量 的 加 法 , vector addition, §1. 


案 引 


向 量 的 诱导 变换 , induced transformation of 
vectors, §29. 
向 量 空间 , vector space §1. 
向 量 空间 的 维 数 , dimension of vector space, 
§1. 
向 量 空间 V 上 的 大 阶 张 量 空间 Cx(V)， 
k-tensors on V, §26. 
栅 积 , /人 g, wedge product, 828. 
定义 , definition, §28. 
性 质 , properties, $28- 
星 凸 的 ,star-convex, $39. 
形式 的 次 数 , order of a form, $29. 
形式 的 对 偶 变 换 ，dual transformation of 
form, 832. 
形式 的 积分 , integral of form, 
参数 流 形 上 的 , on parametrized- 
manifold, §33, 
可 微 流 形 上 的 , on differentiable mani- 
fold, $41. 
零 维 流 形 上 的 , on 0-manifold, §37， 
R" 中 的 开 集 上 的 , on open set in R”， 
§33. 
R" 中 的 流 形 上 的 , on manifold in Rn， 
§35. 
形 心 , centroid, 
半球 的 ,of half-ball, §19. 
参数 流 形 的 , of parametrized-manifold， 
§22. 
BE? 的 ,of 好 ，825. 
流 形 的 , of manifold, 825. 
有 界 集 的 , of bounded set, §19. 
锥 的 ,of cone, 819. 
旋 度 ，curl §31. 
雅 可 比 矩 阵 ， Jacobian matrix, $5 
一 致 连续 性 ,uniform continuity 84. 
隐 函 数 定理 , implicit function theorem, 89 
由 函数 微分 法 , implicit differentiation, 89. 
由 划分 决定 的 子 矩形 , subrectangie deter- 


mined by, §10. 
由 划分 决定 的 子 区 间 , subinterval deter- 
mined by, §10. 
由 ( 集 族 ) 决定 的 , dominated by, $16. 
有 界 集 , bounded, set, 84. 
右手 的 , right-handed, §20. 
右手 定 则 , right-handed rule, 820， 
右 逆 ，right inverse, 82， 
诱导 变换 , induced transformation 
德 拉 姆 群 的 , of de Rham group, 340. 
切 向 量 的 , of temgent, vectors, §29. 
商 空间 的 , of quotient space, 840. 
余子 式 ,cofactors, 82， 
按 ~ 展开 , expansion by, §2， 
原 函数 (不定 积分 , 反 导数 ), antiderivative, 
§12. 
增 函 数 ,increasing function, §10. 
张 成 , span, §1, 
张 量 ,tensor, $26， 
张 量 场 , tensor field， 
流 形 上 的 , on manifold, §29. 
R" 上 的 , in R", §29. 
张 量 积 f@g, tensor product §26. 
振幅 ，oscillation, §11. 
正 交 变换 ,orthogonal transformation, 820. 
正 交 各 ,overlap positively, 834, §41. 
正 交 集 , orthogonal set, §20. 
正 交 和 矩阵 ,orthogonal matrix, 820. 
正 交 群 , @O(nm), orthogonal group, 824. 
支 集 , support, §16. 
直线 同 伦 , straight-line homotopy §39. 
置换 , prermutation, §27. 
置换 的 符号 ,sign of permutation, 827. 
置换 群 , permutation group, 827, 
中 值 定理 , mean-value theorem, 
R 中 的, in R, $6. 
R 中 的 , in R™, 37. 
柱 ( 面 ) 坐标 , cylindrical, coordinates, 817. 
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转移 函数 , transition function, §24, 841- 


转 置 , transpose, §1, 
锥 , cone, 819. 
子 和 矩阵 , submatrix, 821. 
子 空间 , subspace， 
线性 的 , linear, §1. 
度量 空间 的 , of metrie space, §3. 
子 式 , minor, §2. 


自然 定向 , natural arientation, 
nn 维 流 形 的 , of n-manifold, §34, 


切 空间 的 , of tangent space, §36. 


左 半 直线 , left half line, L1, 834. 
左 道 ,left inverse, 82. 

左手 的 , left handed, 820. 

坐标 卡 , coordinate patch, 8$23, 841. 


